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Kapitel 1

Einleitung

Der Titel der vorliegenden Diplomarbeit lautet Bewertung von Optio-
nen in der Lebensversicherung. In diesem Kapitel wird zunéchst ein
Uberblick des Themenbereichs gegeben und die in dieser Arbeit zu Grunde
liegende Herangehensweise erlautert.

1.1 Motivation

Lebensversicherungsprodukte waren und sind ein wichtiger Bestandteil der
privaten Altersvorsorge in Deutschland und der Wettbewerb in der Lebens-
versicherungsbranche steigt stetig an. Daher gewinnen Optionen, die in den
Produkten enthalten sind, immer mehr an Bedeutung, um dem Versiche-
rungsnehmer mehr présentieren zu kénnen. Das heifit, es werden mehr und
mehr Optionen und Garantien angeboten, um dem Versicherungsnehmer
mehr Sicherheit und Flexibilitdt gewédhrleisten zu kénnen.

Dabei steht seit geraumer Zeit die Frage im Raum, wie kostenintensiv Op-
tionen und Garantien fiir ein Versicherungsunternehmen sein kénnen, wenn
der Versicherungsnehmer diese auch ausiibt. Denn dahinter verbergen sich
verschiedene Risiken, die nicht unterschéitzt werden sollten.

Das Thema von Optionen in Lebensversicherungsvertréigen wird schon seit
lingerer Zeit betrachtet. Dabei ist es auffallig, dass die Beachtung dieser The-
matik in Deutschland spéter einsetzte. In Grof3britannien wurde beispielswei-
se schon Ende der 80er Jahre darauf eingegangen, da hier die Entwicklung
der Lebensversicherungsbranche und ihre Produkte deutlich weiter fortge-
schritten waren und auch Optionen eine wesentliche Rolle spielten. Das mag
daran gelegen haben, dass dort ein wesentlich weniger reguliertes Umfeld



herrschte. Hierzulande setzte diese Entwicklung verstarkt erst 1994 im Zuge
der Umsetzung der Dritten EG-Richtlinie Lebensversicherung ein.

Die ersten Betrachtungen auf diesem Gebiet in Deutschland kamen von Peter
Giinther, der 1997 fiir seine Dissertation den 2. SCOR-Preis fiir Aktuarwis-
senschaften erlangte, aber schon 1995 sein Werk ,,Optionen in der Lebensver-
sicherung” veroffentlichte. Dabei versuchte er mathematisch zu erfassen, in
welchen Lebenssituationen ein Versicherungsnehmer seinen Todesfallschutz
aufstockt. Dies entspricht im wesentlichen der hier betrachteten Nachversi-
cherungsgarantie, die bei Giinther allerdings nicht an objektive Ereignisse
gebunden ist.

Die Untersuchung der Riickkaufsoption mit ihren Auswirkungen seitens des
Versicherungsnehmers und des Lebensversicherungsunternehmens wurde von
Riidiger Gebhard in seiner Verdffentlichung , Risiken aus Riickkaufsoptionen
in Lebensversicherungsvertragen® von 1997 vorgenommen. Er fiihrte den
,kritischen Riickkaufswert® ein und verglich diesen mit dem tatséchlich aus-
gezahlten Riickkaufswert, allerdings ohne eine Bewertung der eigentlichen
Option durchzufiihren.

Wolfgang Gerdes veroffentlichte 1997 in der Fachzeitschrift ,Der Aktuar
seine Arbeit ,, Bewertung von Finanzoptionen in Lebensversicherungsproduk-
ten“, in der er verschiedene Optionen finanzmathematisch mittels Black-
Scholes-Modell bewertet hat. Dabei merkte er an, dass die Vereinfachung
fiir das Modell durch die Annahme, die zu Grunde gelegte Griofe folge einer
geometrischen Bewegung, problematisch zu betrachten ist. Die Ergebnisse
seiner worst-case Untersuchungen zeigten, welche Ausmaflie der Wert einer
Option haben kann. Dabei bemerkte er kritisch, dass weitere Untersuchun-
gen iiber die Ausiibungswahrscheinlichkeiten gemacht werden miissten.

Mit dem 1999 veroffentlichtem Werk ., Abrufoptionen bei Aktienindexgebun-
denen Lebens- und Rentenversicherungen® untersuchten Jochen Rufl und
Frank A. Schittenhelm eine flexible Ablaufphase nach der reguldren Ver-
sicherungsdauer. Dabei betrachten sie die Fortfithrung als eine eigene Versi-
cherung, wobei auf die Uberschussbeteiligung besonders eingegangen wurde,
ohne den eigentlichen Wert der Option zu priifen.

Dies gilt ebenso fiir die Arbeit ,,Optionen in Lebensversicherungsvertrigen®
von Wolfgang Christian Held aus dem Jahre 1999. Dort wurde eine Auf-
listung der zu der Zeit angebotenen Optionen vorgenommen, wobei sie die
gebrauchlichsten nédher erlauterten und in verschiedene Optionstypen klassi-
fizierten.

Im Jahre 1999 verdffentlichten Hans-Otto Herr und Markus Kreer die Studie
,Zur Bewertung von Optionen und Garantien bei Lebensversicherungen®, in
der sie verschiedene eingebettete Optionen in iiblichen deutschen Lebens-



versicherungsprodukten analysierten. Dazu zéhlten sie die Moglichkeiten der
vorzeitigen Kiindigung und der Beitragsfreistellung, sowie der garantierte
Rechnungszins in einer Lebensversicherung mit Todes- und Erlebensfallleis-
tung, wobei die Uberschiisse als deterministisch angenommen wurden. Sie
unterstellten eine stochastische Zinsentwicklung und verwendeten dabei das
Einfaktor-Modell von Fabozzi, Kalotay und Williams. Der Optionspreis wur-
de dann bestimmt, indem sie die Preise fiir das Produkt mit und ohne impli-
zite Option verglichen. Aber in dieser Arbeit besteht ein systematischer Feh-
ler, denn es wurde die Todesfallleistung eliminiert. Damit vernachléssigten
sie die Sterbewahrscheinlichkeiten keine Rolle mehr und der Versicherungs-
vertrag endet nicht, wenn die versicherte Person stirbt. Somit ergab sich bei
den Ergebnissen der Untersuchungen von Herr und Kreer ein zu hoch ange-
setzter Optionspreis.

In den Jahren von 1999 bis 2002 verdcffentlichten Tobias Dillmann und Jo-
chen Rufl mehrere Werke zu diesem Thema. Sie berechneten den Preis ver-
schiedener Optionen direkt mit finanzmathematischen Methoden, wobei sie
stochastische Zinsen verwendeten, die mittels des Zinsmodells von Hull und
White hergeleitet wurden. 1999 erschien dazu die Arbeit , Implizite Optio-
nen in Lebensversicherungsprodukten®. Es wurde eine quantitative Analyse
am Beispiel des Kapitalwahlrechts durchgefiihrt, die ebenso wie bei Gerdes
1997 das Ergebnis zu Tage brachte, dass abhéngig von der Kapitalmarkt-
lage eine solche Option sehr wertvoll sein kann. Weitere Uberarbeitungen
und Neufassungen wurden 2000 und 2001 zu Tage gebracht, wobei auch auf
die Abrufoption einer kapitalbildenden Lebensversicherung eingegangen wur-
de. Dabei konnte eine deterministische Uberschussbeteiligung angenommen
und die Sterbewahrscheinlichkeit im Modell mit beriicksichtigt werden. Das
Ergebnis ihrer Untersuchungen ergab, dass das finanzielle Risiko fiir das Le-
bensversicherungsunternehmen erheblich sein kann. Es folgten internationale
Vorstellungen sowie der ,,Outstanding Paper Award“. Abschlieend wurde
2002 von Tobias Dillmann das Buch ,Modelle zur Bewertung von Optionen
in Lebensversicherungsvertragen“ verdffentlicht.

Jens Haase brachte 2000 in seinem Artikel ,,Optionspreise technisch einperi-
odiger Versicherungen® in ,,Der Aktuar® einen neuen Ansatz zur Bewertung
der Erhéhungsoption einer Risikoversicherung. Darin entwickelte er eine Op-
tionspréamie, in der die Préamie fiir die zu Grunde liegende Versicherung, der
Zinssatz und die Wahrscheinlichkeit fiir den Versicherungsfall verwendet wur-
den. Allerdings steht hier die Frage offen, ob diese Herangehensweise auch
auf andere Optionen iibertragbar wére.

Ende 2003 griindete sich zu dem Thema ,, Bewertung von Optionen* eine Ar-
beitsgruppe der Deutschen Aktuarsvereinigung (DAV). Sie beschriankte sich
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dabei auf die Optionen mit Finanzcharakter, insbesondere auf die Riickkaufs-
option und das Kapitalwahlrecht. Es wurden bis 2007 mehrere Publikationen
heraus gegeben mit dem Ergebnis, dass der ermittelte Wert einer Option in
der Regel zu hoch ausfallen diirfte.

Innerhalb der Bewertung von Optionen in der Lebensversicherung findet sich
die Black-Scholes-Formel wieder. Dabei handelt es sich um eine geschlosse-
ne Formel um Optionen als Finanzinstrument zu bewerten. Resultierend aus
dem Black-Scholes-Modell wurde die zugehorige Formel in den 1970er Jahren
entwickelt. Fischer Black, Myron Scholes und Robert Merton waren an die-
sem Durchbruch fiir die Wirtschaftswissenschaften beteiligt. Doch der Name
der Name des Modells ist nur auf Black und Scholes zuriick zufiihren, da
diese das entscheidende Werk verdffentlichten.

Mit der geschlossenen Formel ist Black und Scholes ein einfacher Weg ge-
lungen, wie Optionen in der Finanzwelt bewertet werden kénnen, ohne einen
hohen numerischen Aufwand in Kauf nehmen zu miissen. Dieser Erfolg wurde
erst 1997 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet.
Da Fischer Black bereits 1995 verstarb, wurde der Preis an Myron Scholes
und Robert Merton verliehen.

Die Bedeutung des Black-Scholes-Modells und die Verwendung der Black-
Scholes-Formel zur Bewertung von Optionen in der Lebensversicherung ist
Grund genug, die geschlossene Formel herzuleiten. Dazu wird der Ansatz
iiber das Binomialmodell von Cox, Ross und Rubinstein gewé&hlt.



1.2 Aufbau der Arbeit

Die Einleitung gab einen umfassenden Einblick zur Entwicklung und bisheri-
gen Betrachtung dieses Themas. Im Folgenden wird der Aufbau dieser Arbeit
dargestellt.

Um die Optionen in der Lebensversicherung bewerten zu kénnen, wird auf die
Optionspreistheorie zuriick gegriffen. Dazu werden im zweiten Kapitel Op-
tionen als Finanzinstrumente vorgestellt und ausfiihrlich beschrieben. Um
die Optionen zu bewerten, werden zwei Modelle erarbeitet. Der mathema-
tische Schwerpunkt dieser Arbeit liegt bei der vollstdndigen Herleitung der
Black-Scholes-Formel. Der Grundstein dafiir wird vom Binomialmodell von
Cox, Ross und Rubinstein gelegt. Auf Grund von vermehrten Annahmen und
Randbedingungen, die fiir die Black-Scholes-Formel gelten miissen, wird das
Ergebnis kritisch in Augenschein genommen.

Im dritten Kapitel wird verdeutlicht, wie Optionen definiert werden und
warum diese ausschlaggebend in der Lebensversicherungsbranche sind. Au-
Berdem wird dargelegt, wie bedeutsam die Bewertung von Optionen in der
Lebensversicherung sein kann. Der Leser soll mit den Optionen, die einen
finanziellen Charakter haben, bekannt gemacht werden, um mit der Bewer-
tung, die auf den im ersten Kapitel dargelegten Modellen beruht, anzuschlie-
Ben.

Die Optionen und Garantien mit biometrischen Charakter sind im vierten
Kapitel zu finden. Nach einer Aufzéhlung der géngigsten Optionen, soll ein
allgemeines Bewertungsprinzip dargelegt werden.

Das Kapitalwahlrecht spielt eine besondere Rolle, denn es wird sowohl unter
dem finanziellen Aspekt, als auch unter dem biometrischen Risiko betrachtet.
Daher wird im dritten und im vierten Kapitel die Bewertung des Kapital-
wahlrechts durchgefiihrt.

Das fiinfte Kapitel dient zur Diskussion iiber die Einflussfaktoren, die auf
die Beweggriinde eines Versicherungsnehmer wirken konnten, um eine seiner
moglichen Optionen in Anspruch zu nehmen.

In der Zusammenfassung der gesamten Arbeit wird ein kritisches Auge auf
die bisherige Bewertung geworfen.



Kapitel 2

Bewertung von Optionen als
Finanzinstrument

2.1 Einfithrung in die Optionspreistheorie

Eine Option bezeichnet einen Kontrakt und wird an der Borse sowie aufler-
halb der Borse gehandelt. Es handelt sich dabei um ein vertraglich verein-
bartes Recht, welches mit dem Kauf einer Option vom Optionskéufer erwor-
ben wird. Der Optionsverkaufer, auch Stillhalter genannt, erhélt eine Op-
tionspramie vom Optionskaufer, der dann das Wahlrecht besitzt, zu einem
spateren Zeitpunkt das Geschéft auszufithren. Daher handelt es sich bei Op-
tionen um bedingte Termingeschéfte.

Es existieren zwei grundsétzliche Arten von Optionen. Die Kaufoption
(Call) erméglicht ihrem Besitzer, das vertraglich festgelegte Gut zukiinftig
zu einem bestimmten Preis zu kaufen. Die Verkaufsoption (Put) gibt ih-
rem Besitzer das Recht, das vertraglich festgelegte Gut kiinftig zu einem
bestimmten Preis zu verkaufen.

Das zugrunde gelegte Gut wird auch als Basiswert bezeichnet. Dabei kann
es sich um eine Aktie, ein Zinssatz oder eine Devise handeln. Im weiteren
Verlauf sollen Aktienkurse dem Basiswert entsprechen. Der vereinbarte Preis
fiir den Basiswert wird Basispreis genannt und ist ebenso vertraglich fest-
gelegt.

Die Laufzeit einer Option und ihre Ausiibungszeitpunkte sind ebenfalls ver-
traglich bestimmt. Es lassen sich die nachstehenden drei Typen von Optionen
beziiglich des Ausiibungszeitpunktes unterscheiden:

Europiische Optionen konnen nur am Ende der festgelegten Laufzeit aus-
gelibt werden.



Amerikanische Optionen koénnen wihrend der gesamten festgelegten Lauf-
zeit ausgeiibt werden.

Exotische Optionen konnen zu festgelegten Zeitpunkten wahrend der Lauf-
zeit ausgeiibt werden.

Weiterhin zéhlt ein Optionsgeschéft vier Arten von Marktteilnehmern:
e Long-Call-Position: Kaufer eines Calls
e Short-Call-Position: Verkéufer eines Calls
e Long-Put-Position: Kaufer eines Puts
e Short-Put-Position: Verkéufer eines Put

Der Payoff benennt die Endfélligkeit einer Option. Er wird auch als Barbe-
trag bezeichnet, der vom Inhaber der Option am Ende der Laufzeit realisiert
wird.

Es werden Bezeichnungen eingefiihrt, die fiir européische Optionen gelten
sollen:

S — aktueller Basiswert

K — DBasispreis

t — Zeitpunkt im betrachteten Zeitintervall [to, T']
T — Faélligkeit der Option

S(T) — Basiswert bei Filligkeit

Mittels dieser Bezeichnungen kann der Payoff eines européischen Calls bezie-
hungsweise Puts dargestellt werden:

o(T) =max {S(T) — K,0}
p(T) = max {K — S(T),0}

Der Wert der Option zum Ausiibungszeitpunkt ergibt sich also aus der
positiven Differenz des Basiswertes und dem Basispreis und wird als innerer
Wert bezeichnet. In jedem Zeitpunkt vor der Ausiibung ergibt sich der Wert
der Option wie folgt:

Wert der Option = Innerer Wert + Zeitwert



Es konnen drei Zustande des inneren Wertes unterschieden werden:

e Innerer Wert > 0: Option ist im Geld
e Innerer Wert ~ 0: Option ist am Geld

e Innerer Wert < 0: Option ist aus dem Geld

Diese Zustande lassen sich also wie in der Tabelle 2.1 beschreiben:

Call Put
im Geld S(t)>K S(t)<K
am Geld Sty~ K Sit)~K
aus dem Geld | S(t) < K S(t) > K

Tabelle 2.1: Zustdnde einer Option

Bei der Betrachtung von européischen Optionen ist der innere Wert eines
Calls zum Basispreis K auf eine Aktie ohne Dividende zu definieren als:

innerer Wert zum Zeitpunkt ¢ = max {S(t) —eTTVE, O}
Entsprechend gilt fiir einen européischen Put:
innerer Wert zum Zeitpunkt ¢ = max {e "7V K — S(t),0}

Dabei ist r ein stetiger risikoloser Zinssatz. Eine Erhohung des Zinses hat
eine positive Auswirkung auf Call-Optionen, wihrend auf Put-Optionen ein
negativer Einfluss besteht.

Ein weiterer wichtiger Begriff in der Optionspreistheorie ist die Rendite.
Sie wird als Maf§ zur Beurteilung oder zum Vergleich von Aktien oder ande-
ren Basiswerten verstanden. Auflerdem bezeichnet die Rendite den relativen
Wert des erzielten Gewinns. Die Rendite r; einer Anlageform A; im Zeitin-
tervall [to, T'] ist definiert durch




Da die zukiinftigen Werte der Anlageform beispielsweise einer Aktie nicht
bekannt sind, wird der Erwartungswert der Rendite verwendet.

Die risikolose Anlageform Ay besitzt eine Rendite ;. Dann wird 7 als risi-
koloser stetiger Zinssatz angenommen.

Der Zeitwert ist ein Bestandteil des Wertes der Option und wird von der
Restlaufzeit beeinflusst. Je grofler die Restlaufzeit ist, um so mehr kann sich
der innere Wert der Option noch dndern. Liegt dieser nahe bei Null, so wird
der Wert der Option nur noch durch den Zeitwert bestimmt.

Ein weiterer wichtiger Begriff beziiglich Optionen ist die Volatilitiat o des
Basiswertes. Sie bezeichnet allgemein die Schwankungsstérke des Basiswertes
im Zeitverlauf und wird als Maf fiir das Risiko aufgefasst. Steigt die Volati-
litat, so steigt auch die Wahrscheinlichkeit, dass der Basispreis sowohl sehr
grofe als auch sehr kleine Werte annehmen kann.

Der Optionspreis kann durch Einschrankungen abgeschétzt werden. Im Fol-
genden sollen die Wertobergrenze und die Wertuntergrenze fiir einen eu-
ropéischen Call beziehungsweise Put gesetzt werden.

Die Wertobergrenze fiir einen Call stimmt mit dem Wert der zugrunde
liegenden Aktie {iberein. Ein Call ist das Recht, die Aktie zu einem festge-
legten Preis in Zukunft zu erwerben. Dieses Recht kann nicht teurer sein, als
die Aktie selbst und damit ist die Wertobergrenze fiir den Preis eines Calls
festgelegt.

Die Wertobergrenze eines Puts entspricht dem abgezinsten Basispreis.
Der Gewinn eines Puts wird nur dann maximal, wenn der Aktienkurs bis auf
Null fillt. Dann ist fiir die Wertobergrenze eines Puts nur noch der diskon-
tierte Basispreis vorhanden.

Die Wertuntergrenze eines Calls entspricht zum Zeitpunkt T dem in-
neren Wert der Option. Da der Basispreis erst am Ende der Laufzeit zum
Zeitpunkt T bezahlt wird, kann das Geld fiir den Basispreis zu einem risi-
kolosen Zinssatz r bis zum Ausiibungszeitpunkt angelegt werden. Daher ist
die Wertuntergrenze fiir einen Call wihrend der Laufzeit gleich der Differenz
aus dem aktuellen Aktienkurs und dem diskontierten Basispreis.

Die Wertuntergrenze eines Puts entspricht der Differenz aus dem diskon-
tierten Basispreis und dem aktuellen Aktienkurs. Dies ist aus den gleichen
Uberlegungen ersichtlich, wie bei der Wertuntergrenze eines Calls.
Mindestens jedoch liegt die Wertuntergrenze einer Option bei Null.

Die Bewertung von européischen Optionen auf Wertpapiere wie zum Beispiel



auf eine Aktien, die hier vorerst betrachtet wird, kann mittels verschiedener
Methoden durchgefiihrt werden. Die zwei Bedeutendsten sollen im folgenden
Abschnitt vorgestellt werden, wobei die erste Methode zur Hilfe genommen
wird, um die zweite Bewertungsmethode herzuleiten.
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2.2 Bewertungsmethoden fiir europiische
Optionen

Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell wird als erstes vorgestellt. Aus der
Grenzwertbetrachtung dieses Modells geht die Black-Scholes-Formel her-
vor.

2.2.1 Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Das Binomialmodell von John Carrington Cox, Stephen Alan Ross und Mark
Edward Rubinstein wurde 1979 verdffentlicht und beruht auf die Verwen-
dung von Binomialbdumen. Es zeigt einen leichteren Weg zur Black-Scholes-
Formel, der hier dargestellt werden soll.

Die Ausfithrungen iiber Binomialmodelle werden eher gering gehalten. Da-
her wird auf die Vorstellung des Einperioden- und Mehrperiodenmodell der
Binomialbdume verzichtet.

Um Optionen bewerten zu kénnen, muss im ersten Schritt der Verlauf des
Aktienkurses oder eines anderen zugrunde liegenden Basiswertes modelliert
werden. Hierzu werden im Cox-Ross-Rubinstein-Modell Binomialbdume ver-
wendet. Die Laufzeit der Option [tg, 7] wird in n Teilintervalle [tg, tx41] ein-

(T —to)

geteilt, wobei jedes Teilintervall die gleiche Linge At = besitzt.

Annahmen fiir den Kursverlauf der Aktie:

— Aufwirtsbewegung des Aktienkurses um (u - 1) %
Abwirtsbewegung des Aktienkurses um (1 - d)%
— Wahrscheinlichkeit fiir eine Aufwértsbewegung

1 —p) — Wahrscheinlichkeit fiir eine Abwartsbewegung

SRS
|

—~

mit d < 1 <wund 0 < p <1 fiir alle [ty, txi1]

Der Aktienkurs zum Zeitpunkt t; hat den Wert S(k). Er steigt mit der
Wahrscheinlichkeit p auf den Wert S(k)u und sinkt mit der Wahrscheinlich-
keit (1 — p) auf den Wert S(k)d innerhalb des Teilintervalls [tg, t541]. Dieses
Verhalten wird in der Abbildung 2.1 dargestellt.

11



S(k +1) = S(k)u
S(k) /
\

(1-p)

S(k+1) = S(k)d

Abbildung 2.1: Darstellung des k-ten Teilintervalls

Der Binomialbaum zur Modellierung des Aktienkurses heifft wiedervereinigt,
da die Bedingung ud = du gilt. Eine Darstellung fiir einen solchen Baum
zeigt die Abbildung 2.2. Es wird S anstatt S(k) benutzt, da die jeweiligen

Teilintervalle oberhalb zu erkennen sind.

to t to t3

Su?

nn
S
no

/ N\

Su?d

N
IS

/N
N\

Sud

N

Sud?

n
U

/N
/N

Sd?

Sd?

Su™

Suntd

Sd"

Abbildung 2.2: Darstellung eines Binomialbaums mit n Teilintervallen

Die Bestimmung des Aktienwertes ist zu jedem Zeitpunkt moglich, wenn
die Anzahl der Aufwirts- und Abwéirtsbewegungen, die beim Kursverlauf



bis zu diesem Zeitpunkt aufgetreten sind, bekannt ist.

Um eine Bewertungsformel fiir européische Optionen aufstellen zu koénnen,
muss ein dquivalentes Martingalmafl eingefiithrt werden.

Das dquivalente Martingalmaf ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, welches
die wirklichen Wahrscheinlichkeiten im theoretischen Modell wieder gibt. Das
bedeutet, die Wahrscheinlichkeiten p fiir eine Aufwértsbewegung und (1 —p)
fiir eine Abwartsbewegung des Aktienkurses werden auf das Binomialmodell
transformiert, um risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten zu erhalten. Die Exis-
tenz eines dquivalenten Martingalmafles zieht die Arbitragefreiheit nach sich,
die in mathematischen Modellen der Finanzwelt eine wichtige Voraussetzung
darstellt.

Arbitrage ist die Moglichkeit, risikolose Gewinne zu erzielen, in dem un-
terschiedliche Preise auf verschiedenen Mérkten (zum Beispiel Borsen) aus-
genutzt werden. In der Wirklichkeit ist diese Moglichkeit eher gering. Wenn
sie tatsdchlich auftritt, werden die Marktteilnehmer das sehr schnell aus-
nutzen, so dass die Arbitragemoglichkeit nicht lange aufrecht erhalten bleibt.
Daher ist die Arbitragefreiheit an den Mérkten keine besonders grofie Vor-
aussetzung fiir die mathematischen Modelle.

Die Arbitragefreiheit wird hier vorausgesetzt und mit der Existenz eines
aquivalenten Martingalmafles begriindet. Die Herleitung dessen ist im An-
hang A zu finden, wo ein Ausflug in arbitragefreie Einperiodensysteme un-
ternommen wird.

Die Wahrscheinlichkeit ¢ fiir eine Aufwértsbewegung im Cox-Ross-Rubinstein-
Modell hat den Wert

_1+Tf—d
 u—d

und die Wahrscheinlichkeit (1 —q) fiir eine Abwértsbewegung des Aktienkur-
ses im Modell besitzt den Wert

(1—q) =1 _u(l_j;rf)

Dabei entspricht r; der risikolosen Rendite der Anlageform Ay, also der ste-
tigen risikolosen Verzinsung zum Zinssatz 7.
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Nach den risikolosen Wahrscheinlichkeiten unter dem &quivalenten Martin-
galmafl Q" sind nun die absoluten Wahrscheinlichkeiten unter Q* fiir den
mutmaflichen Aktienwert S(7') zum Zeitpunkt T der Félligkeit der Option
gesucht. Das Zeitintervall [ty,T] ist, wie schon bekannt, in n Teilinterval-
le der gleichen Lénge unterteilt. In einem Teilintervall kann der Aktienkurs
entweder einer Aufwirts- oder Abwartsbewegung folgen. Nach Ablauf der
n Teilintervalle hat der Aktienkurs also j Aufwéartsbewegungen und n — j
Abwirtsbewegungen durchlaufen, womit die Aktie dem Wert Su/d" ™7 ent-
spricht. Dann gilt fiir den Payoff eines européischen Calls:

o(T) = max {Suw/d"7 — K,0} = [Su/d"™ — K]+
1

Da die Bedingung ud = du gilt, muss die Reihenfolge der Kursbewegungen
auch nicht beachtet werden. Daraus ist ersichtlich, dass die Binomialvertei-
lung fiir den Verlauf des Aktienkurses unter dem dquivalenten Martingalmafl
Q" angenommen werden kann:

Q@ (500 =500 ~Buti) = (7 )it -

Um den Wert der Option zum Zeitpunkt ¢y zu ermitteln, wird mit m
ry

diskontiert.

Dann ergibt sich fiir einen européischen Call zum Zeitpunkt ¢, der Wert:

1 ~(n) =i [Suign — K1t
c(to):mjzo<j)q(l—q) [Sud K}

Da der Payoff des Calls nur positive Werte annimmt, kann die Summe ver-
einfacht werden. Dazu wird j, als kleinstes j € N eingefiihrt, fiir das gilt:

Su'd" 7 — K >0

'Die Darstellung einer Funktion durch [...]" legt nahe, dass diese nur positive Werte
annehmen kann und sonst null ist.
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Daraus folgt:

oty = — 3 ( ? ) ¢(1—q)" 7 (Swd - K)

(1 + Tf) e

Mit Auflosen der Klammer entsteht:

— Szn: ( ? ) ¢ (1 —q)"‘j(ff;;n T fif)ng ( 7; ) ¢(1—qm

J=jo

Um die erste Summe in diesem Term zu vereinfachen, wird die Wahrschein-
qu
147r f .
Dann ist die Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ fiir eine Abwértsbewegung unter Q*

des Kurses (1—¢') = (1—¢q)

lichkeit ¢ fiir eine Aufwirtsbewegung unter Q* umgewandelt zu ¢’ =

. ¢ und (1 —¢') werden jeweils nach ¢ und
1 +r f

1 — g umgestellt:

/
1 ,
PR G ) R S R O L)
u

Durch einsetzen in die Summe wird die nachstehende Vereinfachung erreicht.

n n

)3 ( ; ) ¢(1- Q)"_j% = ( i ) (¢ (1 —q)"

Jj=jo J=jo

Aus diesen Umformungen ergibt sich der Wert fiir einen européischen Call
im Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit n Teilintervallen aus:

c(to) = S (1 —Baljo — 1;4)) — (1 —Ba(jo— 1;9))

(1 —I-Tf)n

Fiir einen européischen Put lésst sich der Wert ebenso angeben:

15



blto) = ¢ K Bulo— 1:0) — 5 (Buljo — 1))

1+ Tf)n

Der Beweis fiir die Bewertungsformel des Puts wird mittels der Put-Call-
Paritdt vorgenommen.

Beweis
Die Put-Call-Paritét hat folgende allgemeine Form:

c(t) + e TTVK = p(t) + S(t)

Da es sich um den Zeitpunkt ¢y handelt, muss ¢ durch ¢, ersetzt werden.

1
Weiterhin gilt S(tg) = S und e "7~%) = ——__ Das betrachtete
(1+7r f)
Zeitintervall [to, T'] wird iiber die n Teilintervalle verdeutlicht. Daraus

entsteht, nach p(ty) aufgelost, die spezielle Form der Put-Call-Paritét:

plto) = elto) — (5= 1157

(1 —l—?”f)”

Durch das Einsetzen der Bewertungsformel fiir die Call-Option aus dem
Cox-Ross-Rubinstein-Modell ergeben sich die nachstehenden Umfor-

mungen:
to) =S (1 —Buljo —1:q K 0 B —1.
p(to) = S (1 — Ba(jo — ,Q))—m( —Bn(jo — 1;9))
K
‘(S‘<1+rf>n>
K K

16



2.2.2 Betrachtung zum Grenzverhalten des Cox-Ross-
Rubinstein-Modells

Um vom Cox-Ross-Rubinstein-Modell zur Black-Scholes-Formel zu gelangen,
wird die Anzahl der n Teilintervalle gegen Unendlich streben. Eine Grenz-
wertbetrachtung des Cox-Ross-Rubinstein Modells ist notwendig. Es wird der

1
Spezialfall d = — angenommen. Dann hat der Aktienkurs S(k) nach k Teil-
u

intervallen den Wert S(k) = Su/d* ™7 = Su®~* mit einem zufillig gewihlten
Jj€O0, .. k.

Fiir die folgenden Ausfithrungen wird der Logarithmus und die relative Wert-
entwicklung betrachtet und als lineare Funktion der binomialverteilten Zu-
fallsvariable angesehen. Dabei ist J die Zufallsvariable, denn sie gibt die
zufillige Anzahl der Aufwartsbewegungen des Aktienkurses an.

lnM =(2J —k)lnu
(°¢) =@r-n

Die Binomialverteilung B(k, p) besitzt einen Erwartungswert von kp und eine
Varianz von kp(1—p). Auf die gegebene lineare Funktion der Zufallsvariablen
angewendet, heifit das fiir den Erwartungswert

E (m (@)) —E((27 —k)Inu) = (2kp— k) Inu = [(2p — 1) Inuk

und die Varianz

\Y% (m (@)) =V ((2J — k)Inu) = [4p(1 — p) In® u]k.

k zahlt dabei die abgelaufenen Teilintervalle. Der betrachtete Zeitpunkt ist
E(T —t E(T —t
also tp = tog + kAt = tg + u. Das heif3t, dass k die Lénge u
n
des schon betrachteten Zeitintervalls angibt.

Der Erwartungswert und die Varianz héngen von k£ ab. Damit sind beide
Werte proportional zur Lange des bereits betrachteten Zeitintervalls. Die Pro-

S(k
portionalitatsfaktoren fiir den Erwartungswert und die Varianz von In L

S
werden mit v und o bezeichnet. Dabei ist Vo2 = o die Volatilitit und gibt

17



an, wie stark der Aktienkurs zu Schwankungen tendiert. Die Volatilitat des
Aktienkurses wird zu jedem Zeitpunkt als konstant angenommen, also auch
bei dem Ubergang von der realen zur risikoneutralen Welt.

Wird das gesamte Zeitintervall [to, T betrachtet, so kann an Hand der Pro-
S(T)
S

tungswert von v(T — t) und eine Varianz von o*(T — t;) besitzt.

portionalitdt die Vermutung aufgestellt werden, dass In einen Erwar-

An dieser Stelle sollen die Werte fiir p, v und d, die den Binomialbaum
definieren, an die konstante Volatilitdt angepasst werden. Dazu ist die Ren-
dite des Aktienkurses von Noten. Da die Rendite an sich eine unbekannte
Grofe ist, wird auf den Erwartungswert der Rendite fiir das Zeitintervall At
zuriick gegriffen. Dieser wird fiir den weiteren Verlauf mit p bezeichnet. Wei-
terhin ist die Volatilitdt o der Rendite bekannt, die der Volatilitdt der Aktie
entspricht. Nach dem Zeitintervall der Linge At hat der Aktienkurs einen
Erwartungswert von Se’~!, wobei S der Aktienkurs zu Beginn der Periode
ist. Das entspricht einer stetigen Verzinsung iiber die entsprechende Lauf-
zeit mit dem Zinssatz p. Der Erwartungswert des Aktienkurses abgeleitet
aus dem Binomialbaum hat den Wert pSu + (1 — p)Sd. Durch Gleichsetzen
entsteht

pSu+ (1 —p)Sd = Set™!

Wird diese Gleichung nach p umgestellt, hat die fiir den Aktienkurs ange-
nommene Wahrscheinlichkeit p fiir eine Aufwértsbewegung die folgende Form

erAt _

pP= u—d

und die reale Wahrscheinlichkeit (1 — p) fiir eine Abwértsbewegung die Form

u — ekt

(1-p) = _d

Die Varianz der Rendite entspricht o®At. Mit Hilfe der Beziehung V(X) =
E(X?) — [E(X)]* wird die Varianz wiederum aus dem Binomialbaum herge-
leitet:

pu® + (1 = p)d® — [pu+ (1 — p)d]?
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Wird die Varianz mit o?At gleichgesetzt, entsteht
pu? + (1 = p)d® — [pu + (1 — p)d|* = o* At

Mittels Einsetzen der fiir den Aktienkurs angenommenen Wahrscheinlichkeit
p erhélt die Gleichung die Form

Ay 4 d) — ud — A = g2 At

Unter den nachstehenden Bedingungen kann eine ndherungsweise Losung fiir
diese Gleichung gefunden werden.

1
1. Der Spezialfall d = — wird angenommen.
u

2. Mittels Taylorreihenentwicklung gilt fiir x << 1 die Naherung
e ~1+uw.

Die zweite Bedingung gibt wieder, dass mit At << 1 auch ¢?At << 1
und pAt << 1 folgen. Damit gelten die Naherungen 7 A ~ 1+ 62At und
e"A = 1 4+ pAt. Die quadratischen und hoheren Potenzen von At koénnen
somit vernachléssigt werden.

Mit der ersten Bedingung folgt:

1
R (T e e Ay
u

w+1 1+‘72At+eum
u ehAt

Unter Benutzung der zweiten Bedingung entsteht die folgende quadratische
Gleichung:

w? +1
U
0=u?— (e"QAt_“At + e“m) u+1

2A4—
— ¢ At—pAt + e,u,At
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Eine quadratische Gleichung der Form 0 = z? + px + ¢ kann mittels der

2
Losungsformel 1 9 = —g +4/ % — q gelost werden:

O At—pAL | uAt (e7* D=t 4 e,uAt)2
+
2 4

-1

U2 =

Der Ausdruck unter der Wurzel kann mittels der zweiten Bedingung umge-
formt werden:

2
<€U2At—MAt+euAt> (1+0‘2At—uAt+1+uAt)2
4 —l= 4 -1
(24 0%At) .
e——
(44 402 At + o*(At)?) — 4
4
4 (o?At + o' (A1)?)
4

= o2At

1
Dabei wurde der quadratische Term —o*(At)? auch hier als vernachlissigbhar

betrachtet. In die Losungsformel eingesetzt und ein weiteres Mal unter Be-
riicksichtigung der zweiten Bedingung entsteht:

60'2At—pAt + euAt

+ Vo2At

U2 = 9
1+ 0?At — At + 1+ At
_ + 0o ,uz +1l4+u 4 /—0'2At
2(1+%02At)

— e300 A 4 oV At

1
Auf Grund dessen, dass At << 1 gilt und die Multiplikation mit 3 den

Exponenten der Exponentialfunktion gegen null streben lasst, kann dar-

aus gefolgert werden, dass 27’2t ~ 1. Dann hat die obige Gleichung die
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Néherungslosungen:

U ~ 1+aVAt%e”m

Uy R l—avAt%e_”m

Nun kann u; = w und us = d gesetzt werden, womit die erste Bedingung
1
d = — erfiillt ist. Dann entspricht eine ndherungsweise Losung der obigen

u
Gleichung

(T —to)

mit At =

Um nun eine Grenzwertbetrachtung durchfithren zu kénnen, wird eine Fol-
ge von Cox-Ross-Rubinstein-Modellen erzeugt. Die wachsende Anzahl der
Teilintervalle fithrt dabei zu einem grofleren Netz des Binomialbaums. Denn
durch eine vervielfaltigte Einteilung der Teilintervalle entstehen neue Knoten
und der Aktienkurs wird genauer konstruiert.

Fiir die Folge der Binomialmodelle sollen die Proportionalitdtsfaktoren in
jedem Teilintervall giiltig sein. Damit wird erreicht, dass die Entwicklung des

S(®)

Kursverlaufs bereits fest steht und In —= zu jedem beliebigen t € [to, T

normalverteilt ist. Der kleinste und grofite Aktienwert im n-ten Modell kann
nun wie in Abbildung 2.3 angegeben werden:
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Ge20VAL SenoVAt groffter Wert
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/////;geo
S \ > S
Sefo At
Se20VAL Se~moVAt  _ Kleinster Wert

Abbildung 2.3: Darstellung fiir grofiten und kleinsten Wert im Binomialbaum

An Hand des grofiten beziechungsweise kleinsten Aktienwertes kann der Grenz-
wert

lim Su" = o0,

n—oo

abgeleitet werden, wenn in den n Teilintervallen nur Aufwértsbewegungen
erfolgt sind. Bei der Aneinanderreihung von n Abwartsbewegungen folgt der
Grenzwert

lim Sd" = lim S— =0,

1
n—oo n—oo umn

Durch die wachsende Anzahl n der Teilintervalle nimmt die Knotenmenge
des Binomialbaumes zu. Daraus folgt:
(T—tg)
lim u= lim V2 = lim ea\/ T

n—oo n—oo n—oo

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass mit n — oo die Menge aller
moglichen Knoten im Binomialbaum abdeckt, also zu jedem Zeitpunkt Han-
del moglich und der Aktienkurs stets positiv ist.

Um die Grenzwertbetrachtung des Cox-Ross-Rubinstein-Modells fortfithren
zu konnen, muss auf eine Hilfe zuriick gegriffen werden, die im Anhang B
zu finden ist und an der Stelle auch bewiesen wird. Hier wird lediglich das
Resultat verwendet.
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Es gelten nachstehende Eigenschaften im dargestellten Modell:

Eigenschaften fiir Erwartungswert und Varianz
Je grofer die Anzahl der Teilintervalle im Zeitintervall [¢y,T] werden,
um so kleiner wird die Linge At eines jeden Teilintervalls. Das heifit,
es gilt lim = lim . Wird nun der Erwartungswert mit wachsenden n

n—oo At—0

betrachtet, so folgt

e (0 (557)) = a2 ((557) )
= (M—%Q) (T — to)

Fiir die Varianz gilt dann

iy (n(557)) = v ((557))

=0* (T —ty)

Daraus lésst sich als erstes folgern, dass die obige Vermutung bewahrheitet
2

ist, wenn fiir v = p — % gilt. Somit erfiillt die erwartete Rendite die Glei-
o2

chung p=v + 5

Eine weitere Folgerung aus diesen Kigenschaften ist die Konvergenz von

S
Erwartungswert und Varianz. Die Konvergenzaussage kann auf In (L>

S

iibertragen werden.

Bekannt ist der Grenzwertsatz von de Moivre - Laplace, wonach die
Binomialverteilung B(n,p) mit n — oo gegen die Normalverteilung strebt.
Da das Grenzwertverhalten einer Folge von Binomialmodellen in einem li-
nearen Zusammenhang beobachtet wird und keine einzelne Zufallsvariable,
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muss der Grenzwertsatz von de Moivre - Laplace verallgemeinert werden:

Verallgemeinerung des Grenzwertsatzes von de Moivre - Laplace

Es seien v, w reelle Zahlen mit w > 0, (X,,),oy sei eine Folge von
Zufallsvariablen mit

Xn = aJnYn + bn )
wobei Y,, B(n, p,)-verteilt ist und a,,, b, reelle Zahlen sind. Gilt dann

lim E(X,)=v und lim V(X,)=w?,

n—oo n—oo

so konvergiert (X,),.y in Verteilung gegen die Normalverteilung mit
N(v, w?), das heifit, es gilt fiir alle z € R

lim Fp(z) = ® (Z _”)

w

Hierbei ist F,, die Verteilungsfunktion von X,, und ® die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung, also

1 r t2
@(IL‘) = E/ 6_7dt

In der hier dargestellten Folge von Binomialmodellen sind dazu die Wert

a, =2Inu und b, = —nlnu

sowie

2
v = (,u—%) (T —ty) und w?=0*(T —t)

gegeben. Es gilt demnach die Aussage, dass die betrachtete Folge von Cox-
Ross-Rubinstein-Modellen im Grenzwert zu lognormalverteilten Aktienkur-
sen fiihrt:



Denn eine Zufallsvariable X ist lognormalverteilt, wenn In X normalverteilt
ist.

2.2.3 Herleitung der Black-Scholes-Formel
S(T)

Da durch die Grenzwertbetrachtung bekannt ist, dass In —> sich der

S

Normalverteilung annéhert, soll nun von der Cox-Ross-Rubinstein-Formel
auf die Black-Scholes-Formel geschlossen werden. Dies wird fiir eine Ver-
kaufsoption durchgefiihrt und kann gegebenenfalls iiber die Put-Call-Paritét
auch fiir eine Kaufoption bewiesen werden.

Zur Erinnerung wird die Bewertungsformel fiir eine Call-Option im Binomi-
almodell an dieser Stelle ein weiteres Mal angebracht:

K

c(to) = S (1 —Bn(jo — 1;¢)) — (EEPR

(1 - Bn<j0 -1 Q))

Um zu der Bewertungsformel von Black und Scholes zu gelangen, muss im
ersten Schritt das dquivalente Martingalmafl gefunden werden.

Eine Voraussetzung der Black-Scholes-Formel ist die Existenz eines stetigen
risikolosen Zinssatz r. Zu diesem Zinssatz soll zu jedem Zeitpunkt innerhalb
des Zeitintervalls [ty, T'] risikolos Geld gelichen und verliehen werden konnen.
Das heifit, es gilt:

147y = e

In der Grenzwertbetrachtung zum Binomialmodell wurde n — oo untersucht.
Fiir eine Verzinsung iiber n Teilperioden bedeutet dies:

1 = = e*T(Tfto)
(1 + Tf)

Weiterhin sind die nachstehenden Werte aus der Darstellung des Cox-Ross-
Rubinstein-Modells bekannt:
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u=-e — fiir eine Aufwartsbewegung
1
d=— — fiir eine Abwértsbewegung
u
P — angenommene Wahrscheinlichkeit fiir eine

Aufwértsbewegung

Im Binomialmodell wird die Wahrscheinlichkeit fiir eine Aufwértsbewegung
unter dem #dquivalenten Martingalmafl Q" mit

_ 1—0—7”f—d
 u—d

angegeben. Mit dem Vorausgesetzten hat die risikoneutrale Wahrscheinlich-
keit fiir eine Aufwértsbewegung im Black-Scholes-Modell die Gestalt:

B erAt —d
1= 4
Fiir g = r entspricht die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit ¢ der fiir den Akti-
enkurs angenommenen Wahrscheinlichkeit p fiir eine Aufwéartsbewegung des
Aktienkurses.

Im néchsten Schritt muss gezeigt werden, wie die Binomialverteilung sich
im Grenzwertverhalten an die Normalverteilung annéhert:

S
lim (1-B, (jo—1;¢)) = lim (1 —® Jo— ~— M

T it [}

Dabei ist ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, wie in
der Verallgemeinerung des Grenzwertsatzes von de Moivre - Laplace aufge-
zeigt. Das heif}t, es wird eine Standardisierung vorgenommen.

Um in dem letzten Ausdruck jy zu ersetzen, wird das Gleichnis Su?°d" 70 = K

oV At

1
herangezogen und mit u = e und u = p modifiziert.
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eV Atjoe—ax/ At(n—jo) _

Wl =

Mit der Operation In und dem Umstellen nach j, ergibt sich der Ausdruck

. In (%) + novV At
T AL

Dieser wird in der standardisierten Form ersetzt. Dabei kann der Summand
1 vernachldssigt werden, da er keinen weiteren Einfluss auf den Grenzwert
besitzt, wenn der Nenner des Terms gegen oo strebt.

ng — ln(%)—&-nam
lim & 20V/A¢

T —1¢
Mit n = 0

wie folgt umformen:

lasst sich das Argument der Standardnormalverteilung ®

n(5)

Mmoot W) s

rid—0) 20T —fov/al—a)  Vral—0)

Diese zwei entstandenen Summanden werden nun im Grenzwert mit n — oo
gesondert betrachtet.

Der erste Summand wird mittels des Hilfssatzes aus dem Anhang B und
mit g = r modifiziert. Dabei gilt ¢ = f*(VAt) und an der Stelle 0 hat die

Funktion f* den Grenzwert 7 Daraus folgt:
a(l—q) = f* (VAL (1- £ (VAD)

woraus sich ergibt

lim g(1—q) = Jim f*(VAD (1- F'(VAD) = |

At—0
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wie im Anhang B ersichtlich ist.

Damit wird der erste Summand umgeformt.

i i (5) i in (5)

1m = 1m

n=00 20T —to\/q(1 —q)  2=020VT —1o1/q(1 — q)
_ In(3)
N o1 — t[)

Der zweite Summand wird ebenso behandelt, wie im Einzelnen nachvollzogen
werden kann.

T—1t
Zuvor wird der Term mit n = A % ynd g = I <\/ At) sowie ¢(1 — q) =

(VAL (1 - f*(\/Kt)> vereinfacht.

Daraus ergibt sich fiir diesen Summanden unter Benutzung des Hilfssatzes
aus dem Anhang B der Grenzwert:
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ng — 4 . T —tg 1
1 — | [f(VAL) — =
i Ry w8 (f (VA 2>

At—0 At 2 20

— 2 lim T_%(1+Q———)J_+4Aﬂ——)

:2«£_E>¢ftg

20 4

o2

S I

g

Werden die Summanden nun wieder zusammen gesetzt, so entsteht

L ) (—%2)<T—to
- O’T— ovT —to

In % +(T—%2> —t()

O'\/T—to

Fiir (1 —By(jo — 1;¢')) ist das Verfahren ebenso anzuwenden, um

I (£) + (r+%) (T —to)
oT —ty

d+:

zu erhalten. Kurz gefasst, heifit das

(1—=Baljo—1;¢)) — ®(d_)
und

(1= Buljo — 1) — ®(d+)
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Das Resultat dieser Herleitung ist die Black-Scholes-Formel.

Satz (Black-Scholes-Formel)

Wird zu vorgegebenen o > 0 im n-stufigen Cox-Ross-Rubinstein-Modell
o T—t
uw = VA d = = mit At = — gesetzt, so ergeben sich im

u
Grenziibergang n — oo fiir einen europiischen Call ¢ oder Put p zum
Basispreis K auf eine Aktie ohne Dividende mit aktuellem Kurs S und
Filligkeitstermin 7' der Option die Preise

c(ty) = S®(dy) — e " T KD (d_)

p(ty) = e "I K®(—d_) — S®(—d,)

mit

dy = Y
L In () + (r—f’;) (T = to)

O'\/T—t()

® ist die Verteilungsfunktion der normierten Normalverteilung, also

1 * 2
(I)(l') = E/ 6_7dt
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Die Herleitung des Satzes wird als Beweis angesehen.

Der Nachweis der Black-Scholes-Formel iiber das Cox-Ross-Rubinstein-Mo-
dell enthélt eine Vielzahl von Ndherungen. Dies ist aus einer Sicht sicher-
lich kritisch zu beurteilen. Bei genauerer Betrachtung jedoch, kann jede
gemachte Ndherung auf die Grenzwertbetrachtung zuriick gefithrt werden.
Wihrend Untersuchung des Grenzwertverhaltens des Cox-Ross-Rubinstein-
Modells wurde auf eine Verallgemeinerung des Grenzwertsatzes von de Moi-
vre und Laplace zuriick gegriffen. Auch das kann als Einschrankung gesehen
werden, ist aber notwendig um die Grenzwertuntersuchung abzuschliefen und
die Black-Scholes-Formel auf diesem Weg herleiten zu kénnen.

Die Black-Scholes-Formel ist in der Praxis sehr gebréuchlich und lasst kaum
Kritik offen. Beispielsweise ist die Forderung nach einer risikoneutralen Be-
wertung in der Praxis nicht gegeben. Im Binomialmodell von Cox, Ross und
Rubinstein kann zu jedem Zeitpunkt einer Periode von einer risikoneutralen
Bewertung ausgegangen werden. Im Black-Scholes-Modell sind immer nur
sehr kurze Zeitabschnitte risikolos, wie aus der Grenzwertbetrachtung folgt.
Um die Neutralitdat des Risikos zu erhalten, miissen regelméfiige Anpassungen
vorgenommen werden. Trotz dessen entspricht die Rendite der Hohe des risi-
kolosen Zinssatzes r. Dies resultiert daraus, dass in die Black-Scholes-Formel
keine Variable eingeht, welche abhéngig von der Risikobereitschaft des be-
teiligten Marktteilnehmers ist. Die einzige Grofle, die Abhéangigkeit von der
Risikobereitschaft zeigt, wird als erwartete Rendite p der Aktie identifiziert.
i wéchst fiir eine beliebige Aktie genau dann, wenn die Risikoaversion des
Marktteilnehmers steigt. Daraus folgt, dass alle Marktteilnehmer risikoneu-
tral sind. Diese fordern dann auch keine Prédmien fiir eine Risikoiibernahme
und demnach gilt © = r. Also kann die risikoneutrale Bewertung von Deriva-
ten unabhéngig von der erwarteten Rendite mittels der Black-Scholes-Formel
vorgenommen werden. Dies erleichtert die Analyse von Derivaten erheblich.

Ein weiterer moglicher Kritikpunkt an der Black-Scholes-Formel ist die an-
genommene konstante Volatilitdt o. Alle Variablen, die in die Black-Scholes-
Formel eingehen, sind leicht zu ermitteln oder einfach festlegbar. Die Volati-

litdt hingegen birgt eine grofle Unsicherheit in dem Modell. Dabei beeinflusst
die Volatilitdat o den Optionspreis wie folgt:

e Wiichst die Volatilitédt, um so gréfler wird der Optionspreis.

e Sinkt die Volatilitét, fallt auch der Preis der Option.
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In der Praxis wird oft aus den vergangenen Schwankungen der Aktie eine Vo-
latilitat bestimmt, die sogenannte historische Volatilitédt. Diese kann mittels
geeigneter Schétzer ermittelt werden. Benotigt wird allerdings die zukiinftige
Volatilitat, welche bis zur Falligkeit der Option giiltig ist.

Sind alle GroBlen bekannt, kann durch Umstellen der Black-Scholes-Formel
die implizite Volatilitit errechnet werden. So kann ein Marktteilnehmer erfah-
ren, welcher Wert fiir die Volatilitét in der Optionspreisberechnung verwendet
wurde. Dies kann entscheidend auf den Optionshandel einwirken. Daher wird
der impliziten Volatilitédt eine grole Beachtung geschenkt.

Es existieren Modelle in denen die Volatilitéit als stochastisch angenommen
wird. Auch diese sind in der Praxis verbreitet, aber auch mit einem Mehrauf-
wand verbunden, so dass sich die implizite Volatilitdt derzeit durchgesetzt
hat.
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2.3 Zinsstrukturmodell von Hull und White

Das Hull und White Modell ist ein stochastisches Zinsstrukturmodell. Es
wird an dieser Stelle eingefiihrt, da theoretische Modelle aus der Finanzwelt
in Lebensversicherungen zur Bewertung der Optionen angewendet werden
sollen. Die Optionen haben keine Verbindung zu Aktien. Es spielen vielmehr
Zinsséitze eine Rolle, so dass der Basiswert keine Aktie darstellt, sondern
stochastisch angenommene Zinsen. Somit ist es erforderlich, ein Modell vor-
zustellen, welches die Zinssdtze modelliert und die Anwendung der Black-
Scholes-Formel zur Bewertung der Optionen moglich macht.

Das Modell von John Hull und Alan White wurde 1990 veroffentlicht und
gilt als Erweiterung des Vasicek-Modells. Sie bemiihten sich dabei um eine
exaktere Anpassung der anfinglichen Zinsstruktur. Bevor jedoch das Modell
eingefiithrt wird, sollen noch einige Begriffe erldutert werden. Dazu der fol-
gende Abschnitte, an dem sich das Hull und White Modell anschliefit.

2.3.1 Zinsderivate

Um ein Zinsstrukturmodell vorstellen zu kénnen, muss zuvor erlautert wer-
den, was eine Zinsstruktur ist und welche weiteren Begriffe benttigt werden.
Zinsderivate sind Finanzprodukte mit Auszahlungen, die vom zukiinftigen
Zinssatz abhéngen. Bisher wurde in den vorgestellten Modellen die Annahme
getroffen, dass es einen risikolosen Zinssatz r gibt, der zu allen Zeitraumen
giiltig und konstant ist. Wird beispielsweise zu einem Zeitpunkt ¢g ein Euro
angelegt, so wichst dieser bis zum Zeitpunkt ¢ auf den Wert B(ty,t) = er(t=to),
Dann ist der Zinssatz r als risikolos und stetig anzusehen. Diese risikolose
Anlageform wird auch als Cashbond bezeichnet. Wird ein Cashbond in-
nerhalb des Zeitraums [to,t] zu allen k Teilintervallen angelegt und ist die
risikolose Rendite ¢ konstant, so gilt fiir den Wert des Cashbonds zum
Zeitpunkt ¢, also nach k Perioden

B(to,t) = (1 +71p)".

Die Handhabung im Modell mit solchen Zinssétzen ist stark vereinfachend.
Die Praxis sieht dagegen die Existenz einer Spot Rate R(0,t) vor, was so
viel heif}t, dass zu jedem Zeitpunkt ein eigener Zinssatz fiir eine beliebige
Laufzeit ¢ existiert. Die Gesamtheit dieser Zinssdtze in Abhédngigkeit mit ih-
ren Laufzeiten bildet die sogenannte Zinstrukturkurve. Ein Finanzprodukt
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kann somit von den zukiinftigen Zinsen, also von der zukiinftigen Entwick-
lung der Zinsstrukturkurve abhéngig sein.

Ein Zerobond ist ein Zinsderivat, welches keine Auszahlungen wéhrend
der gesamten Laufzeit vorsieht. Viel mehr werden die alle Zinsen erst mit
der Riickzahlung am Ende der Laufzeit fillig. Ein Zerobond wird auch als
Nullkupon-Anleihe bezeichnet, denn ein iiblicher Ausdruck fiir Auszah-
lung ist auch Kupon. Dieses Derivat ist eine Art der stetigen Verzinsung,
wobei die Spot Rate zu Beginn festgelegt wird. Dem zur Folge berechnet sich
der Wert eines Zerobonds fiir einen Euro mit einer Filligkeit zum Zeitpunkt
T aus

P(0,T) = ¢ HODT

Das heif3t, wird zum Zeitpunkt 0 ein Euro fiir 7" Perioden zu einer Spot Rate
von R(0,T) angelegt, so ist P(0,7") der Wert des Euros zur Falligkeit. Dies
entspricht dem Diskontierungsfaktor fiir einen Zeitraum von [0, 7.

Durch Umstellen ldsst sich die Spot Rate ermitteln:

—In P(0,7)
R(0,T) = — 7
Ein Zinssatz fiir eine geringe Laufzeit wird auch Short Rate oder , kurzfris-
tiger Zinssatz“ genannt. Sie wird zur Zeit ¢ mit r(¢) bezeichnet. Die Short
Rate ist ein theoretisches Konstrukt und daher in der Praxis nicht direkt
beobachtbar. Sie wird genutzt, um die zukiinftige Entwicklung der Zinss-
truktur zu beschreiben. Dazu gibt es eine Vielzahl von Zinsstrukturmodellen
oder auch Short-Rate-Modellen. Das Hull und White Modell, welches auch
vorgestellt werden soll, gehort auch zu dieser Art von Modellen.
Die Forward Rate ist ein Zinssatz fiir einen zukiinftigen Zeitraum, wobei
sie aus der heutigen Spot Rate abgeleitet wird. Die Forward Rate kann auch
als Maf fiir die zukiinftigen Verdnderungen der Zinsstrukturkurve angesehen
werden. Sie wird mit F (o, t) bezeichnet und ermittelt sich aus den bekannten
Spot Rates.

R(0, 1)t — R(0, t0)to

F(to,t)z t—to

Dabei symbolisiert der Zeitpunkt 0 das Heute. t; ist ein Zeitpunkt in der
Zukunft, wo zu F'(to,t) bis zur Félligkeit ¢t Geld angelegt werden soll. Um die
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Forward Rate zu berechnen, werden die Spot Rates vom heutigen Zeitpunkt
bis ty beziehungsweise ¢ benotigt.

2.3.2 Grundlagen fiir ein Zinsstrukturmodell

Das Ziel eines Zinsstrukturmodells ist die Ermittlung der zukiinftigen Ent-
wicklung der Zinssétze, also der Zinsstrukturkurve. Wie schon erwéhnt, wird
bei der Modellierung der Zinsen die Short Rate verwendet. Sie folgt einem
stochastischen Prozess, der sich mittels einer stochastischen Differentialglei-
chung modelliert.

Das Verfahren ist @hnlich, wie bei Aktienkursen. Allerdings muss ein ent-
scheidender Unterschied beachtet werden. Zinsen streben, im Gegensatz zu
Aktienkursen, im Laufe der Zeit gegen ein langfristiges Durchschnittsniveau.
Diese Eigenschaft des Zinssatzes wird auch Mean Reversion genannt. Das
bedeutet, dass die Mean Reversion bei einem kurzfristig hohem Zinssatz ei-
ne negative Driftrate bewirkt, da dann eher ein Abwértstrend zu vermuten
ist. Da bei einem kurzfristig niedrigem Zinssatz mit einem Aufwértstrend zu
rechnen ist, fithrt die Mean Reversion in diesem Fall zu einer positiven Drift-
rate. Zur Begriindung der Existenz der Mean Reversion in der Praxis kann
wie folgt argumentiert werden. Ist der Zinssatz sehr hoch, wird die Nachfra-
ge nach Krediten zuriick gehen, was eine Hemmung der Wirtschaft zur Folge
hat. Entsprechend werden dann die Zinssdtze fallen. Nehmen sie einen zu
niedrigen Wert an, so nimmt die Nachfrage seitens des Kreditnehmers nach
Zahlungsmitteln stark zu und die Zinssétze werden wieder steigen.

Bei der Wahl des Zinsstrukturmodells wurde darauf geachtet, dass die Mean
Reversion in dem Modell beriicksichtigt wird.

Ein zusétzliches Kriterium ist die Voraussetzung der Arbitragefreiheit. Dazu
werden die No-Arbitrage-Modelle unter den Zinsstrukturmodellen ver-
wendet. Diese benutzen die aktuelle Zinsstruktur, um die zukiinftige Ent-
wicklung genauer beschreiben zu konnen. Die Driftrate wird dabei zu einer
zeitabhéngigen Variablen innerhalb des Modells.

Einfaktor- und Zweifaktor-Modelle sind eine weitere Unterteilung von
Zinsstrukturmodellen. Bei Einfaktor-Modellen wird der Prozess der Short
Rate nur von einer Unsicherheitsquelle beeinflusst. In Zweifaktor-Modellen
ldsst sich eine weitere Grofle finden, die wiederum als stochastischer Pro-
zess angenommen wird, wie beispielsweise die Struktur der Volatilitdt. Das
Einfaktor-Modell ist deshalb nicht schlechter. Es zieht nach sich, dass alle
Zinssétze die selbe Richtung annehmen in einer beliebig kleinen Zeitperi-
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ode. Dabei ist wichtig, dass sich die Zinssétze nicht um den gleichen Betrag
verdndern. Also kann sich im Laufe der Zeit die Gestalt der Zinsstrukturkur-
ve wandeln.

2.3.3 Das Hull und White Modell

Das Hull und White Modell ist ein Einfaktor-No-Arbitrage-Modell. Die Ar-
gumente fiir die getroffene Wahl lassen sich aus dem letzten Abschnitt schnell
heraus filtern. Mit einem Einfaktor-Modell ist es moglich mit nur einem sto-
chastischen Prozess fiir die Short Rate eine gute Zinsstrukturkurve zu erhal-
ten. Der positive Aspekt eines No-Arbitrage-Modells ist es, dass die aktuelle
Zinsstrukturkurve verwendet wird, um die zukiinftige Entwicklung der Zinss-
truktur besser darstellen zu konnen. Weiterhin ist ein Vorteil des Hull und
White Modells die Beriicksichtigung der Mean Reversion.

Hull und White modellieren die Short Rate iiber einen so genannten Ito-
Prozess 2 in der Form

dr(t) = (0(t) — ar(t)) dt + odz(t)
=a {@ - r(t)] dt + odz(t),

a

wobei a und o konstant sein sollen.
Die Mean Reversion ist besonders in der zweiten Darstellung gut erkennbar.
Die Short Rate strebt mit der Intensitit a zum Zeitpunkt ¢ gegen das lang-

a(t)

fristige Mittel —=.
a
Kalibrierung des Modells von Hull und White

6(t) ist so definiert, dass die aktuelle Zinsstruktur abgebildet wird:

a 02 —2at
0(t) = aF(o,t) +aF(0,t) + % (1—e?)

Der letzte Summand dieser Gleichung nimmt eher sehr kleine Werte an. Wird

2Dabei handelt es sich um einen stochastischen Prozess. Die Herleitung dessen ist in
den Biichern [HaDiKa02] und [Hul06] aus dem Literaturverzeichnis zu finden.
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er vernachléssigt und setzt man die Ndherung in die erste Darstellung des
Prozesses von r(t) ein, so ist ersichtlich, dass der Prozess fur die Short Rate

zum Zeitpunkt ¢ den Drift %F(O,t) + a(F(0,t) +r(t)) besitzt. Also folgt

r(t) im Mittel der anfinglichen Kurve der momentanen Forward Rate. Bei
Abweichungen der Short Rate, tendiert diese mit der Rate a wieder zuriick.

Der Preis eines Zerobonds zu einem zukiinftigen Zeitpunkt ¢ ist in diesem

Modell durch

P(t,T) = A(t,T)e BH-TIr0)

gegeben. Dabei gilt fiir

0

In (A(t,T)) = In <];((0 T))) B, T) 0 P(0,1)

0
_ j_( —aT —at) (62at _ 1)

und fiir den Cashbond

1— —a(T—t)
B(t,T) = —°

a

Der Preis des Zerobonds ist abhéngig vom kurzfristigen Zinssatz zum Zeit-
punkt £ und von den aktuellen Preisen eines Zerobonds, die aus der aktuellen
Zinsstruktur ermittelt werden kann.
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2.4 Die Bewertung européiischer Zinsoption-
en iiber das Hull und White Modell

Bisher wurden européische Optionen betrachtet, deren Basiswert Aktien ent-
sprechen. Die Bewertung von Calls und Puts konnte mittels der Black-Scholes-
Formel vorgenommen werden. Wie aber bereits festgestellt, ist es notwendig,
Optionen in Augenschein zu nehmen, die vom Zinsniveau abhéngig sind. Das
heifit, der Basiswert entspricht einem Zinsderivat. Die Bewertung iiber die
Black-Scholes-Formel ist auch hier moglich. Allerdings bedarf es einer neuen
Modellierung, um die Bewertung an Zinsderivate als Basiswert anzupassen.

Mit Hilfe des Modells von Hull und White kann die Bewertung von Optio-
nen auf Zerobonds vorgenommen werden. Im Folgenden wird das Verfahren
beschrieben.

Fiir eine européische Option werden die nachstehenden Daten als gegeben
angenommen:

P(to,t) — Zerobond mit einer Laufzeit von [ty,1]
N — Nennwert des Zerobonds

K — Basispreis

T — Falligkeit der Option

P(ty,T) — Zerobond fur die Laufzeit der Option

Der heutige Preis einer européischen Call-Option beziehungsweise einer eu-
ropéaischen Put-Option mit der Fiélligkeit in T auf einen Zerobond mit einer
Laufzeit bis zum Zeitpunkt ¢ ist dann gegeben durch

c(tg) = NP(to,t)®(h) — KP(ty,T)®(h — op)

p(to) = KP(to, T)®(—h + op) — NP(t,t)®(—h)
mit

1 P(to,t)N op
h= — o (DY) op
o (P(to,T)K) 3

und der Standardabweichung des Logarithmus des Zerobondpreises

1 — e—2a(T—to)

o alt—
O'ng(l—e ( T) %
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Zinsderivate haben nicht immer die einfache Struktur eines Zerobonds. Bei
den meisten Zinsanleihen werden wihrend der Laufzeit Auszahlungen fallig.
Wird eine Option auf ein Zinsderivat mit Kupons betrachtet, so ist es in die-
sem Modell moglich, die Option als eine Summe von Optionen auf je einen
Zerobond zu betrachten. Das ist ausfithrbar, da sich der Preis eines Zero-
bonds gemé&f der Short Rate entwickelt. Weist diese eine steigende Tendenz
auf, so wird der Zerobondpreis sinken. Ebenso ist die Umkehrung giiltig.
Sinkt also die Short Rate, so steigt der Preis eines Zerobonds.

Das Vorgehen zur Preisermittlung fiir eine européische Put-Option auf eine
Kupon-Anleihe wird im weiteren Verlauf vorgestellt. Dazu soll die folgende
Notation gelten:

K — Basispreis

T — Félligkeitstermin

c; — Zahlung zur Zeit s; mit ' < s; und j =1, ...,1
P(t1,t3) — Preis des Zerobonds zur Zeit t; mit Félligkeit in ¢,

und zum Zinssatz von r

Die Kupons werden aufsummiert und zum Zeitpunkt 7" abgezinst. Es gibt
einen Zinssatz r*, welcher der Gleichung

l

K=Y ¢; P*(T,s;)

j=1

geniigt. Ist der Basispreis K kleiner als die Auszahlungen hat die Option
keinen Wert fiir ihren Inhaber. Besteht ein umgekehrtes Verhéltnis, so muss
r(t) > r* erfiillt sein, denn dann kann der Optionsinhaber mit einem Ertrag
rechnen.

Der Payoft bildet sich wie folgt:

!
p; = max {K — ch P(T, sj),O}

J=1

Das Einsetzen des Basiswertes ergibt
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l l
D= maX{ZCj P*(T, Sj) — ch P(T,Sj)70}

j=1 j=1
!
= ch max {P*(T,s;) — P(T,s;),0}

J=1

Der Payoff von den [ Put-Optionen auf Zerobonds stimmt mit dieser Glei-
chung iiberein. Jeder Zerobond eines Puts hat dabei den Nennwert

Ks' = P*(T, S])

J

Somit entspricht der Preis des Puts auf ein Zinsderivat mit [ Auszahlungen
gleich dem Preis des gebildeten Portfolios.

Diese Ubertragung von einer Put-Option auf eine Kupon-Anleihe hin zu einer
Summe von Puts auf einzelne Zerobonds wurde hier vorgestellt, um dieses
Verfahren in Kapitel 3.4.1.3 zu verwenden. Fiir eine européische Call-Option
kann der Ablauf analog durchgefiithrt werden.
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2.5 Bewertungsmethode fiir eine Bermuda-
Option

Die Bewertungsmethoden fiir européische Optionen lassen geschlossene For-
meln zu, da die Beschaffenheit von européischen Calls und Puts unkompli-
ziert ist. Es existieren allerdings noch eine Vielzahl von anderen Optionen,
die unterschiedlichen Eigenschaften folgen.

Zu den exotischen Optionen gehorend ist die Bermuda-Option. Sie besitzt
gegeniiber einer européischen Option mehrere Ausiibungszeitpunkte wahrend
der Laufzeit, die aber zu Beginn vertraglich festgehalten werden.

Die Vorstellung der Bermuda-Option wird vorerst mit Aktien als Basiswert
vorgenommen. Bevor jedoch auf die Bewertung solcher Optionen eingegan-
gen werden soll, wird auch hier der Basiswert auf Zinsderivate verdndert.
Die Abbildung 2.4 verdeutlicht an Hand eines Zeitstrahls den Ablauf einer
Bermuda-Option.

ty  t¢ L. e ... =T

| | | | >
Abbildung 2.4: Zeitstrahl diber die Laufzeit einer Bermuda-Option

Die Laufzeit einer Bermuda-Option wird durch das Zeitintervall [to, 7] be-
grenzt. Dabei ist 7' = ¢ der letzte Ausiibungstermin und gleichzeitig die
Filligkeit der Option und ¢y der vertragliche Beginn. Alle weiteren Zeit-
punkte, an denen eine Ausiibung moglich ist, sind durch ¢ mit 1 < k < n
gekennzeichnet. Das heifit, es gibt genau n Ausiibungszeitpunkte innerhalb
der Laufzeit der Option.

Die Unterscheidung in Call und Put bei Bermuda-Optionen gilt wie bei eu-
ropaischen Optionen. Ebenso entspricht die Notation dem Vorangegangenen:

S — aktueller Basiswert

K — DBasispreis

% — Ausiibungszeitpunkte wéihrend der Laufzeit mit 1 <k <n
T — Falligkeit der Option

S(ty) — Basiswert beim Ausiibungszeitpunkt ¢}

Bermuda-Optionen auf Aktien kénnen mittels Binomialmodelle bewertet wer-
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den, wie auch das vorgestellte Modell von Cox, Ross und Rubinstein. Ein
Binomialmodell gibt die Gelegenheit zu jedem Zeitpunkt innerhalb der Lauf-
zeit den Wert der Option zu berechnen. Damit kann ein giinstiger Zeitpunkt
fiir die Ausiibung einer Bermuda-Option schnell gefunden werden.

Wie allerdings im letzten Abschnitt erldutert wurde, gibt es Unterschiede bei
der Bewertung von Zinsoptionen. Die wichtigste Besonderheit bei Zinsoptio-
nen ist die Beachtung der Mean Reversion. Das Binomialmodell stellt dem
Basiswert frei, welche Entwicklung er annimmt. Das heifft, er kann innerhalb
einer Laufzeit mit einem sehr hohen, aber auch einem sehr niedrigen Niveau
gerechnet werden. Somit ist die Bewertungsmethode mittels Binomialbdumen
nicht geeignet fiir Zinsoptionen. Eine entsprechende Erweiterung eines Bino-
mialbaums ist durch das Einfiigen eines weiteren Freiheitsgrades realisierbar
und wird dann Trinomialbaum genannt. Damit besteht fiir die Zinsstruktur
die Moglichkeit, nicht nur sich nach oben und nach unten auszubreiten, son-
dern auch einen Zinssatz iiber ein oder mehrere Perioden bei einem Wert zu
halten. Des Weiteren existieren zwei weitere Verzweigungen, die die Beach-
tung der Mean Reversion und eine genaue Anpassung der anfinglichen Zinss-
truktur moglich machen. Auch in diesem Modell ist es realisierbar, den besten
Ausiibungszeitpunkt zu ermitteln, da der Wert einer Bermuda-Zinsoption je-
derzeit berechenbar ist.

Das Modell zur Bewertung von Zinsoptionen wird im néchsten Abschnitt
vorgestellt.

2.5.1 Das Trinomialbaum-Modell

Die analytische Berechnung fiir eine Zinsoption iiber das Hull und White
Modell wurde bereits im Kapitel 2.4 préasentiert. Fiir européische Zinsop-
tionen ist diese Berechnung ausreichend. Hier handelt es sich allerdings um
Bermuda-Zinsoptionen, die mehrere Ausiibungszeitpunkte besitzen. Es ist
also elementar, auch innerhalb der Laufzeit den Optionswert berechnen zu
kénnen, um den rentabelsten Zeitpunkt zur Ausiibung ermitteln zu kénnen.
Dazu wird in dieser die numerische Berechnung iiber einen Trinomialbaum
mit dem Hull und White Modell als Grundlage verwendet. Dieses Verfahren
soll an dieser Stelle dargestellt werden.

Im Allgemeinen ist das Trinomialbaum-Modell dhnlich wie das Binomialm-
odell. Es wurde eine weitere Verzweigung eingefiigt, so dass jeder Knoten
mit drei Freiheitsgraden bestiickt ist. Um den Eigenschaften der Zinsstruk-
tur gerecht zu werden, ist es sachdienlich, weiterhin alternative Verzwei-
gungsmoglichkeiten einzufithren. Dazu die Abbildung 2.5:
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Abbildung 2.5: Verzweigungsmdaglichkeiten im Trinomialbaum

Die Darstellung in Abbildung 2.5 a) entspricht der Standardverzweigung.
Abbildung 2.5 b) und c¢) zeigen eine andere Art der Verzweigung, mit der die
Eigenschaft der Mean Reversion im Modell sehr gut umsetzbar ist. Hat der
Zinssatz einen hohen Wert angenommen, so kénnte eine Verzweigung wie in
2.5 ¢) verwendet werden, um zum langfristigen Durchschnitt des Zinsniveaus
zuriick zu kehren. Analog verhélt es sich mit niedrigen Zinssédtzen und der
2.5 b).

In einer Verdffentlichung aus den 90-er Jahren konstruierten Hull und White
ein Verfahren fiir das Trinomialbaum-Modell. Dieses Verfahren baut auf das
hier vorgestellte Zinsstrukturmodell von Hull und White auf, ist aber auch
fiir andere Ein-Faktor-Modelle geeignet.

Wie bereits vorgestellt, folgt die Short Rate r nach Hull und White dem
Prozess

dr =10(t) — ar]dt + odz

Die Spot Rate R soll fiir jedes Teilintervall At des Baumes dem selben Prozess
entsprechen.

dR = [0(t) — aR] dt + odz

Der Ansatz zu diesem numerischen Berechnungsverfahren sieht einen Zins-
satz R* vor, fiir den der Prozess

dR* = —aR*dt + odz

gilt. R* weist die nachstehenden Eigenschaften auf:
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Der Anfangswert von R* ist Null.

Mit R*(tp) = 0 ist der Prozess symmetrisch.

Fiir den Abstand der Zinssdtze im Baum gilt AR = oV 3At.

Die betragsméfiigen Zuwéchse in jedem At sind normalverteilt mit

E (R*(t + At) — R*(t)) = —aR*(t)At
V (R*(t + At) — R*(t)) = oAt

wobei alle Terme hoherer Ordnung von At vernachléssigt werden.

Mittels dieser Eigenschaften kann ein Trinomialbaum fiir R* gebildet wer-
den. Die Knoten des Baumes werden mit (i,j) bezeichnet. Mit t; = iAt
wird durch ¢ € N der Zeitpunkt innerhalb der Laufzeit bestimmt und we-
gen R* = jAR zeigt j € 7Z das Niveau des Zinssatzes an. Um der Mean
Reversion gerecht zu werden, verdndert sich die Art der Verzweigung im
Baum fiir R* fiir hinreichend grofie und kleine j von der Standardverzwei-
gung zu denen in Abbildung 2.5 b) und ¢) dargestellten Formen. Dazu wird
ein Jyee und ein j,,;, definiert, fiir die auf Grund der Symmetrie-Eigenschaft
des Baumes 00 = —Jmin gelten muss. Um immer positive Wahrscheinlich-
keiten fiir die Bewegungen der Zinsstruktur innerhalb des Trinomialbaumes

0,184
zu gewahrleisten, haben Hull und White den Wert auf j,,,q0. = {’TMJ ge-
a

setzt. Damit ist die Verzweigung des Trinomialbaumes bestimmt und ein
Beispiel in Abbildung 2.6 dargestellt.
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Mit jiee = 2 und Jpi = —2 ist der Trinomialbaum aus Abbildung 2.6 be-
schriankt. Das bedeutet, dass das Zinsniveau R* nicht hoher beziehungsweise
niedriger werden kann, als 2AR beziehungsweise —2AR.

Die Zeit wird mit ¢ symbolisiert. Aus der Anzahl i der bereits betrachte-
ten Zeitintervalle At und dem Faktor j wird die Bezeichnung des Knotens
(i,7) deutlich. Weiterhin ist aus der Abbildung 2.6 ersichtlich, dass die Ver-
zweigung sich bei einem Zinsniveau von J,,..AR beziehungsweise —7j,,.. AR
entsprechend veréndert. Dies geschieht zur Beriicksichtigung der Mean Re-
version.

Im n#chsten Schritt werden die Wahrscheinlichkeiten bestimmt, mit der die
Zinssétze ihre Entwicklung fortsetzen. Hierzu sind die Verzweigungen mit
ihren Wahrscheinlichkeiten in Abbildung 2.7 dargestellt.

Pu
° ° . °
4 \3
o . o Pu ° . °
DN Jm
° o >0 °
a) b) - ¢)

Abbildung 2.7: Verzweigungsmaglichkeiten mit den Wahrscheinlichkeiten

Wie im Binomialmodell von Cox, Ross und Rubinstein werden hier eben-
so die Wahrscheinlichkeiten berechnet. Fiir die Standardverzweigung gelten
dazu die Ausdriicke

Pu(AR) 4+ pm(0) — pa(AR) = —ajARAt
Pu(AR)? — pa(AR)? — a®52(AR)*(At)? = 02At

Mit R* = jAR, dem Erwartungswert —ajARAt und der Varianz o?At der
durchschnittlichen Anderung von R*.

Wird AR = oV 3At eingesetzt, ergeben sich als Losung des Gleichungssys-
tems die Werte fiir p,, p,, und pg:
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1 1
Pu=g + 3 (a2 (At)* — ajAt)
2
pm _ = a2j2(At)2
3
1 1
pa=g + 3 (a®5*(At)? + ajAt)

Fiir die Verzweigung, wie sie in Abbildung 2.7 b) dargestellt ist, gilt das
Gleichungssystem

Pu(2AR) + pin(AR) + pg(0) = —ajARAL
Pud(AR)? — pr(AR)* = 0* At + a5 (AR)*(At)?
Pu + Pm +Dpa =1,

dessen Losung das Ergebnis

1 1
Dy = 5 + 3 (a2]2(At)2 + ajAt)
1
Pm =3~ a’j*(At)? — 2aj At
7 1
pa=g+5 (a®5%(At)? + 3ajAt)

liefert. Entsprechend trifft fiir die Verzweigungsmoglichkeit aus Abbildung
2.7 ¢) das Gleichungssystem

Pu(0) = Pm(AR) — pa(2AR) = —ajARAt
Pm(AR)? — pad(AR)? = 0?At + a*j*(AR)*(At)?
Pu+ P+ pa =1,

mit der Losung

1
Dy = g +5 (a®5°(At)? — 3ajAt)
1
Pm=—3— a®j*(At)? + 2aj At
11
pa=cts (a®5°(At)? — ajAt)
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zu. Die Wahrscheinlichkeiten werden also aus den Konstanten a und At und
der variablen Grofle 5 berechnet. Daraus lasst sich erschliefen, dass der Nach-
folgerknoten (i+1, j) eines Knotens (4, j) nach einer Geradeaus-Bewegung die
gleichen Wahrscheinlichkeiten fiir die Verzweigung besitzt, wie (i, j) selbst.

Der nichste grofie Arbeitsschritt in diesem Verfahren ist die Uberfithrung
des Trinomialbaumes von R* in den Trinomialmbaum fiir R, wobei die Kno-
ten aus dem bereits konstruierten Baum so versetzt werden miissen, um die
anfingliche Zinsstruktur exakt wieder zugegeben. Dazu wird

a(t)
a; (1At)

R(t) — R*(t)
R(iAt) — R*(iAt)

definiert. Dabei entsteht der Differenzprozess
do = (0(t) — aa(t))

Des Weiteren wird @); ; als Wert eines Zerobonds mit einem Nennwert von
einem Euro, der im Knoten (4, j) fillig wird, definiert. o; und @Q;; werden
so berechnet, dass die aktuelle Zinsstruktur so exakt wie moglich dargelegt
wird.

Wird vorausgesetzt, dass die ersten @, ; mit 0 < m bereits ermittelt wurden.
Der Preis eines Zerobonds, welcher zum Zeitpunkt (m + 1)At féllig wird, hat
den Wert

Nm
_ —(am+7AR)AL
Pm+1 - E Qm,je ( J ) .

J=—nm

Dabei gilt im Knoten (m, j) der Zinssatz a,, + jAR und n,, gibt die Anzahl
der Knoten an, die oberhalb beziehungsweise unterhalb des zentralen Kno-
tens zum Zeitpunkt mAt liegen. Um den Wert fiir «,,, zu bekommen, wird
die Gleichung umgestellt:

In (357, Qe 7o) — In (Posa)
At
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Dann sind als néchstes die Werte fiir ),,,41; zu bestimmen.

Qmt1,j = Z Qukp(k, e (OmTRAIDAL
k

p(k,7) ist dabei die Wahrscheinlichkeit fiir die Entwicklung des Zinssatzes
von Knoten (m, k) zum Knoten (m + 1, 7). Summiert wird iiber alle k, fiir
die der Summand nicht Null ergibt.
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Kapitel 3

Bewertung von Optionen in der
Lebensversicherung unter dem
finanziellen Aspekt

Das erste Kapitel dieser Arbeit wurde genutzt, um Optionen und ihre Be-
wertung in der Finanzwelt darzustellen. Im Folgenden sollen nun Optionen
in Lebensversicherungen unter dem finanziellen Aspekt untersucht und be-
wertet werden. Dazu wird eine Einfiihrung gegeben, um welche Optionen es
sich handeln wird, warum es wichtig ist, diese zu untersuchen und wie die
Bewertung vorgenommen werden kann.

3.1 Einfiihrung von Optionen in der Lebens-
versicherung

Klassische Lebensversicherungsprodukte auf dem deutschen Markt zeichnen
sich durch Garantien und Optionen aus. Bei den Garantien handelt es sich
beispielsweise um die garantierte Riickvergiitung®, falls der Versicherungs-
nehmer die Kiindigung einreicht. Weiterhin wird jeder Tarif eines Versiche-
rungsunternehmens mit dem garantierten rechnungsméfiigen Zins (aktueller
Hochstrechnungszins 2, 25%) kalkuliert.

Die Optionen eines jeden Tarifs und die genauen Ausprégungen sind in dem
Bedingungswerk des Versicherungsunternehmens zu finden.

' Die Riickvergiitung wird als Riickkaufswert, welcher nach dem seit 01.01.2008 giiltigen
Versicherungsvertragsgesetz (VVG) die Deckungsriickstellung ist, abziiglich eines verein-
barten und angemessenen Stornoabzugs bezeichnet.
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Option

wird vom lateinischen Wort ,,optio* abgeleitet und bedeutet ,, freier Wil-
le“.

Allgemein kann gesagt werden, dass eine Option ein Wahlrecht ist.
Speziell in einer Versicherung ist es ein Wahlrecht des Versicherungs-
nehmers, welches im Bedingungswerk vereinbart und beschrieben wird.
Mit einer Option hat der Versicherungsnehmer die Moglichkeit, seinen
derzeitigen Versicherungsvertrag unter bestimmten Bedingungen anzu-
passen.

Der Versicherungsnehmer bekommt durch die in Lebensversicherungsver-
tragen enthaltenen Optionen die Gelegenheit, auf Verdnderungen in seinem
Leben zu reagieren und seinen Vertrag an die neuen Umsténde anzugleichen.
Die Lebensversicherungsunternehmen bieten immer mehr Optionen an, um
dem Wettbewerb standhalten zu kénnen. Denn mit erhohter Flexibilitét fiir
die Altersvorsorge und Garantien wie der garantierte Zinssatz werden heut-
zutage die Produkte fiir den Versicherungsnehmer attraktiver gestaltet.
Bisher sind solche Optionen in den einzelnen Tarifen nicht einkalkuliert wor-
den, sondern werden als kostenlose Zugabe angeboten. Nach griindlichen
Analysen seitens der Deutschen Aktuarsvereinigung (DAV) ist den Lebens-
versicherungsunternehmen mittlerweile bewusst, dass bei der Ausiibungen
die Kosten fiir solche Optionen und Garantien enorm grof sein kénnen. Da-
her ist es von aufstrebender Wichtigkeit, diese Kosten genauer zu untersu-
chen.

Im Folgenden werden zwischen Finanzoptionen und Optionen, die biome-
trischen Charakter haben, unterschieden. Die Finanzoptionen werden im
néichsten Abschnitt genauer erldautert, bevor die Bewertung unternommen
werden soll. Die Optionen mit biometrischen Charakter werden im kommen-
den Kapitel vorgestellt und bewertet.
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3.2 Finanzoptionen

Bei der Ausiibung von Finanzoptionen konnen fiir ein Lebensversicherungs-
unternehmen finanzielle Nachteile entstehen. Um einen Uberblick zu gewin-
nen, werden die Finanzoptionen im Folgenden aufgelistet sowie die wichtigs-
ten und geldufigsten Auspridgungen beschrieben.

Begonnen wird mit dem Kapitalwahlrecht, da dies wohl die bedeutendste
Option ist.

Das Kapitalwahlrecht

Die wichtigste Option, die in dieser Arbeit auch am genauesten un-
tersucht werden soll, ist das bei aufgeschobenen Rentenversicherun-
gen angebotene Kapitalwahlrecht. Es bietet dem Versicherungsnehmer
die Moglichkeit, statt der lebenslangen Rentenzahlungen eine einmalige
Kapitalabfindung in Anspruch zu nehmen. Bei Ausiibung der Option
endet der Versicherungsvertrag mit der Auszahlung der entsprechen-
den Summe. Dabei besteht die Kapitalabfindung aus dem angesparten
Kapital, den garantierten Zinsen und den Uberschiissen.

Um steuerlich Vorteile bei der Wahl der Kapitalabfindung nutzen zu
koénnen, sollte der Versicherungsvertrag vor dem 01.01.2005 abgeschlos-
sen worden sein. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die versicherte Per-
son das 60. Lebensjahr vollendet haben muss und eine Vertragslaufzeit
von mindestens 12 Jahren gegeben ist. Betriagt die Vertragslaufzeit ge-
nau 12 Jahre, so ist die Ausiibung nur innerhalb der letzten fiinf Mona-
te steuerlich nicht schédlich. Unter Einhaltung dieser Vorgaben werden
die Ertrage nur zu 50% versteuert. Ist dies nicht der Fall, so wird eine
Versteuerung von 100% vorgenommen.

Ein jedes Lebensversicherungsunternehmen kann in seinem Bedingungs-
werk weitere Einschréinkungen zur Nutzung des Kapitalwahlrechts vor-
nehmen. Ein Beispiel hierfiir ist eine bestimmte Frist, die es einzuhalten
gilt, wenn die Kapitalabfindung vom Versicherungsnehmer beantragt
wird.

Das Kapitalwahlrecht ist auch als flexiblere Teilkapitaloption auf dem
deutschen Markt zu finden. Dabei kann der Versicherungsnehmer sich
einen Teil der Kapitalabfindung auszahlen lassen und der verbleibenden
Anteil wird als temporére oder lebenslange Rente fillig. Nicht nur in
aufgeschobenen Rentenversicherungen wird das Kapitalwahlrecht ange-
boten. Auch bei einer Direktversicherung kann der Versicherungsneh-
mer sich zwischen der lebenslangen Rente und der Kapitalabfindung
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entscheiden. Bei der staatlich geférderten Riester - Rente gibt es die
Moglichkeit, sich bis zu 30% des vorhandenen Kapitals als Abfindung
bei Leistungsbeginn auszahlen zu lassen.

In aufgeschobenen Rentenversicherungen sind oftmals die Aufschuboption
und die Abrufoption enthalten, die beide ein flexiblen Rentenzahlungsbeginn
bieten.

Die Aufschub- und Abrufoption wird ebenfalls bei kapitalbildenden Lebens-
versicherungen angeboten und sichert ein anpassungsfahiges Vertragsende.

Die Aufschuboption bei aufgeschobenen Rentenversicherungen

Der Versicherungsnehmer einer aufgeschobenen Rentenversicherung be-
sitzt das Recht am Ende der Aufschubzeit den Rentenzahlungsbeginn
hinauszuzogern, also die Aufschubzeit zu verlangern.

Eine Fortfithrung der Beitragszahlungen ist moglich. Der Vertrag kann
aber auch zum urspriinglichen Rentenzahlungsbeginn beitragsfrei ge-
stellt werden. Weiterhin besteht die Moglichkeit fiir den Versicherungs-
nehmer, wiahrend des verlangerten Aufschubs eine Abrufoption durch-
zufithren. Dabei gelten dann die Bestimmungen der Abrufoption.
Eventuell muss eine Rentengarantiezeit bei Vertragsabschluss verein-
bart worden sein, um die Aufschuboption ausiiben zu kénnen. Dann ist
der Aufschub hochstens in Lange der Rentengarantiezeit machbar.

Es konnen weitere Bedingungen, wie beispielsweise Fristen gelten.

Die Aufschuboption bei kapitalbildenden Lebensversicherungen

Der Versicherungsnehmer einer kapitalbildenden Lebensversicherung
hat am Ende der Vertragslaufzeit das Recht, diese zu verlangern und
somit seinen Todesfallschutz zu verlangern.

Eine Fortfithrung der Beitragszahlungen ist auch hier moglich. Eine
Beitragsfreistellung zum urspriinglichen Vertragsende ist auch denk-
bar. Weiterhin besteht die Moglichkeit fiir den Versicherungsnehmer,
wéhrend des (verldngerten) Aufschubs eine Abrufoption durchzufiihren.
Dabei gelten dann die Bestimmungen der Abrufoption.

Es konnen weitere Bedingungen, wie beispielsweise Fristen gelten.
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Die Abrufoption bei aufgeschobenen Rentenversicherungen

Mit der Abrufoption hat der Versicherungsnehmer das Recht, mit den
Rentenzahlungen zu einem fritheren Zeitpunkt zu beginnen. Dabei wer-
den die Zahlungen an die vorhandenen Mittel, also an das Deckungs-
kapital, angepasst. Die Ausiibung der Abrufoption ist nur in der so-
genannten Abrufphase moglich, die meist fiinf bis zehn Jahre betrégt.
Auch andere Kriterien sind moglich.

Um die Abrufoption nutzen zu koénnen, ist es notwendig, einen Antrag
bis spétestens drei Monate vor dem gewiinschten Leistungstermin zu
stellen.

Die Abrufoption bei kapitalbildenden Lebensversicherungen

Mit der Abrufoption hat der Versicherungsnehmer das Recht, seinen
Todesfallschutz zu verkiirzen und damit seine Erlebensfallleistung zu
einem fritheren Zeitpunkt zu erhalten. Diese wird an die vorhandenen
Mittel, also an das Deckungskapital, angepasst. Die Ausiibung der Ab-
rufoption ist nur in der sogenannten Abrufphase moglich, die meist fiinf
bis zehn Jahre betrigt. Auch andere Kriterien sind moglich.

Der Vorteil der Abrufoption gegeniiber einer Kiindigung liegt darin,
dass in der Regel bei Ausiibung kein Stornoabzug erhoben wird.

Die Option der vollstindigen oder teilweisen Kiindigung ist zentraler
Vertragsbestandteil und durch §§ 168 - 169 VVG gesetzlich festgelegt.

Der Versicherungsnehmer hat das Recht, seine Lebensversicherung zum En-
de eines jeden Versicherungsjahres zu kiindigen. Dabei ist vom Lebensver-
sicherungsunternehmen der Riickkaufswert, wenn denn schon entstanden,
abziiglich eines angemessenen und vereinbarten Stornoabzugs zu leisten.
Die Option der vollstindigen oder teilweisen Beitragsfreistellung ist
ebenfalls zentraler Vertragsbestandteil und ist durch § 165 VVG gesetzlich
festgelegt.

Der Versicherungsnehmer hat das Recht seine Lebensversicherung zum Ende
eines jeden Versicherungsjahres beitragsfrei zu stellen, wenn eine vereinbarte
Mindestversicherungsleistung erreicht wurde und der Versicherungsnehmer
nicht im Leistungsbezug ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so wird wie
bei einer Kiindigung vorgegangen. Auch hier kann das Versicherungsunter-
nehmen einen Abzug, der vereinbart und angemessen ist, vornehmen.

Diese Wahlrechte sollen hier nicht behandelt werden. Da der Riickkaufswert
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bereits mit einem Stornoabzug belastet wird beziehungsweise auch bei Bei-
tragsfreistellung die Moglichkeit des Abzugs gilt, sind diese Optionen somit
einkalkuliert. Dabei besteht die Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsauf-
sicht auf einen Nachweis der Stornoabziige, die damit von hochster Stelle
kontrolliert werden.
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3.3 Allgemeine Bezeichnungen zu Lebensver-
sicherungen

Um Wiederholungen zu vermeiden, werden die allgemein giiltigen Bezeich-
nungen zu aufgeschobenen Rentenversicherungen und kapitalbildenden Le-
bensversicherungen aufgefiihrt. Dazu werden die Versicherungsvertréage durch
ihre Grunddaten und ihren Leistungsbarwert vollstéindig definiert.

Ein Leistungsbarwert einer Lebensversicherung entspricht dem Erwartungs-
wert der Leistungen, die bei Erleben oder Tod vom Lebensversicherungs-
unternehmen fillig werden. Eine Rentenversicherung hat grundsétzlich Er-
lebensfallcharakter. Das bedeutet beispielsweise, dass die versicherte Person
nur dann ihre jahrlich vorschiissigen Rentenzahlungen erhélt, wenn sie den
Zeitpunkt er Filligkeit iiberlebt.

Ein Hinweis sei an dieser Stelle noch gegeben. Im Allgemeinen wird unter-
schieden zwischen dem Versicherungsnehmers und einer versicherten Person.
Der Versicherungsnehmer ist die Person, die den Versicherungsvertrag abge-
schlossen hat, die jahrlich vorschiissigen Beitragszahlungen leistet und alle
Rechte und Pflichten innerhalb des Versicherungsvertrages beansprucht. Da-
gegen ist die versicherte Person bei ihrem Erlebensfall oder beim Todesfall
des Versicherungsnehmers die begiinstigte Person. Bisher war nur die Rede
vom Versicherungsnehmer, da er das Recht hat, Optionen auszuiiben. Im
weiteren Verlauf dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass Versicherungs-
nehmer und versicherte Person die selben sind.

3.3.1 Die aufgeschobene Rentenversicherung

Eine aufgeschobene Rentenversicherung wird auch Leibrente genannt. Die
Leistungen eines solchen Versicherungsvertrages beginnen nach Ablauf der
Aufschubzeit, wenn die versicherte Person diesen Zeitpunkt erlebt. Dann wird
zu Beginn eines jeden Versicherungsjahres eine Rentenzahlung fallig. Diese
soll vorerst mit R = 1 angenommen werden. Dann hat der Leistungsbarwert
einer aufgeschobenen Rentenversicherung den folgenden Wert:

w—r—n

P n+k
n’am_ E k+nPx U Ry,

k=0
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Dabei gilt die Notation:

— Alter der versicherten Person

— Aufschubzeit beziehungsweise Rentenbezugsbeginn

— Beitragszahlungsdauer

kalkulatorisches Endalter

— n-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-jahrigen
— Diskontierungsfaktor fiir n Jahre

Rentenzahlung im m-ten Jahr

L & TSR
8
|

NS
3
|

Fiir den Diskontierungsfaktor werden vorerst jahrlich gleich bleibende Zinsen
v angenommen.

Durch die Abbildung 3.1 wird die aufgeschobene Rentenversicherung mit ih-
ren wichtigsten Zeitpunkten verdeutlicht:

T t
0 1 n—1 n m w—2

[ — | [

Ry ... Ry n ... Ry von

Abbildung 3.1: Aufgeschobene Rentenversicherung

Wie erkennbar ist, werden die jahrlich vorschiissigen Beitragszahlungen bis
zum Rentenbezugsbeginn von der versicherten Person geleistet. Das heifit, es
gilt n = t. Da die Beitrdge jahrlich vorschiissig gezahlt werden miissen, ist
im (n — 1)-ten Versicherungsjahr der letzte Beitrag fillig.

Die Bezeichnung des Alters mit = setzt eine ménnliche versicherte Person
voraus. Fiir weibliche versicherte Personen wird das Alter mit y angegeben.
In dieser Arbeit wird sich auf die ménnlichen Personen beschrénkt und somit
gilt fiir das Alter einer versicherten Person immer x.

3.3.2 Die kapitalbildende Lebensversicherung

Eine kapitalbildenden Lebensversicherung enthilt eine einmalige Erlebens-
fallleistung oder eine einmalige Todesfallleistung. Wenn die versicherte Per-
son das Ende der Vertragslaufzeit erlebt, wird die Erlebensfallleistung vom
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Lebensversicherungsunternehmen fillig. Stirbt die versicherte Person inner-
halb der Laufzeit, so erhalten die Hinterbliebenen eine Todesfallleistung. Der
Leistungsbarwert einer kapitalbildenden Lebensversicherung hat den Wert:

- EPz Qz+k Uk+1 Dk + nPz v" Sn

Dabei gilt die Notation:

x — Alter der versicherten Person

n — Vertragslaufzeit

t — Beitragszahlungsdauer

2Pe — n-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-jéhrigen
G — Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jéhrigen

v"  — Diskontierungsfaktor fiir n Jahre

D, — Todesfallleistung im k-ten Versicherungsjahr

S,  — Erlebensfallleistung am Ende der Laufzeit n

In Abbildung 3.2 wird die kapitalbildende Lebensversicherung dargestellt:

e}
—_
S

|
—_
S

Abbildung 3.2: Kapitalbildende Lebensversicherung

Auch hier soll gelten, dass iiber die gesamte Laufzeit die jahrlich vorschiissigen
Beitragszahlungen von der versicherten Person geleistet werden. Es gilt also
n = t und auch hier ist die letzte Beitragszahlung im Versicherungsjahr n—1
zu leisten.
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3.4 Bewertung von Finanzoptionen

Die bedeutsamste Option in aufgeschobenen Rentenversicherungen ist das
Kapitalwahlrecht. Enthalten in kapitalbildenden Lebensversicherungen ist
die Abrufoption und die Aufschuboption. Das Verfahren zur Bewertung die-
ser drei Finanzoptionen kann immer gleich vorgenommen werden. Im ersten
Schritt werden die benotigten Daten gesammelt. Getroffene Voraussetzungen
sollen fiir den einzelnen Versicherungsvertrag gelten. Im néchsten Schritt wer-
den die Finanzoptionen interpretiert als Optionen aus der Finanzwelt. Die
Bewertung dieser Optionen wurde bereits vorgestellt und kann mit den ge-
gebenen Daten vollzogen werden.

3.4.1 Bewertung des Kapitalwahlrechts

Das Kapitalwahlrecht ist die bedeutsamste Option in der Lebensversiche-
rung. Aus diesem Grund wird die Option an dieser Stelle unter dem finan-
ziellen Aspekt betrachtet und zu einem spéteren Zeitpunkt biometrisch in
Augenschein genommen.

3.4.1.1 Benotigte Daten

Die aufgeschobene Rentenversicherung wurde allgemein bereits definiert und
beschrieben. Hier sollen spezifische Daten gesammelt werden, die fiir die Be-
wertung der Option notwendig sind.

Zum Rentenbezugsbeginn n erhélt die versicherte Person eine jéahrliche Rente
in Hohe von R oder die einmalige Kapitalabfindung .S,, zum Zeitpunkt n, falls
sie das Kapitalwahlrecht ausiibt. Das Verhéltnis von Kapitalabfindung und
Rentenzahlung lasst sich mit dem Diskontierungsfaktor v™ (0 < m < w —x)
und der Uberlebenswahrscheinlichkeit eines a-jihrigen fiir n Jahre durch

w—z
v Sn = m—nPz4+n U R
m=n

beschreiben. Die Gleichung kann nach R umgestellt werden:
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UnSn Sn

R p— p—
w—T w—x
Z m—npx—i-n vm Z m—npx—i-n pmTn
m=n m=n
S

T w—z—n
z mPzn V™
m=0

In der Kapitalabfindung S,, enthalten sind die garantierten Leistungen sowie
die als konstant geltenden Uberschiisse.

Unter diesen Bedingungen ist eine genaue Abschétzung der Kapitalabfindung
S, moglich und die Rentenzahlungen R sind berechenbar.

Da die versicherte Person die jéhrlichen Rentenzahlungen nur dann erhélt,
wenn sie den Termin der filligen Leistungen erlebt, werden diese mit den
jahrlichen Uberlebenswahrscheinlichkeiten gewichtet.

Rm = m-nPz+n R

Alle Daten und Werte der aufgeschobenen Rentenversicherung, die hier als
relevant gelten, sind nun bekannt.

Im néchsten Schritt muss die Uberlegung angestellt werden, wie das Kapi-
talwahlrecht unter dem finanziellen Aspekt bewertet werden kann.

3.4.1.2 Interpretation des Kapitalwahlrechts

Beim Kapitalwahlrecht hat die versicherte Person die Moglichkeit an statt
der Rentenzahlungen eine einmalige Kapitalabfindung zu wéhlen. Anders
ausgedriickt, verkauft sie ihre jahrlichen Rentenzahlungen fiir den Preis der
Kapitalabfindung an das Lebensversicherungsunternehmen. Nach den Bedin-
gungswerk des Lebensversicherungsunternehmen hat die versicherte Person
dieses Wahlrecht bei Abschluss der aufgeschobenen Rentenversicherung. Vor
Ablauf der Aufschubzeit n kann das Kapitalwahlrecht jedoch nicht ausgeiibt
werden.

Bei genauerer Betrachtung des Kapitalwahlrechts wird die Ahnlichkeit mit
einer européischen Put-Option deutlich:
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e Das Kapitalwahlrecht hat eine Laufzeit von n Jahren.

e Am Ende der Laufzeit hat die versicherte Person das Recht, das Kapi-
talwahlrecht in Anspruch zu nehmen, also die Option auszuiiben.

e Bei Ausiibung verkauft die versicherte Person ihre jéhrlichen Renten-
zahlungen fiir die einmalige Kapitalabfindung.

e Das Lebensversicherungsunternehmen ist der Stillhalter der Option und
die versicherte Person der Optionskaufer.

Als Basiswert der Put-Option werden bei der Betrachtung von Optionen
in Lebensversicherungsvertrigen keine Aktien verwendet. Das ldsst sich wie
folgt erklidren. Die Ausiibung einer Option, wie das Kapitalwahlrecht hangt
nicht vom Aktienmarkt ab, sondern vom Zinsniveau. Die versicherte Person
bekommt garantierte Zinsen und Uberschiisse innerhalb ihres Versicherungs-
vertrages. Wenn das Zinsniveau am Markt wesentlich hoher ist, als das Le-
bensversicherungsunternehmen mit garantierten Zinsen und Uberschussbetei-
ligung bietet, wird die versicherte Person eher das Kapitalwahlrecht in An-
spruch nehmen. Denn die Kapitalabfindung anderweitig anlegen, bedeutet
fiir die versicherte Person eine hohere Rendite.

Die versicherte Person ist also im Besitzt einer europiischen Put-Option auf
ein Wertpapier mit jahrlichen Kupons in Héhe von R,, zur Zeit m zum Ba-
sispreis auf die Kapitalabfindung 5,. Eine Umwandlung als Portfolio aus
mehreren Put-Optionen auf einzelne Zerobonds hat den Vorteil, dass bei der
Bewertung eine geschlossene Formel verwendet werden kann und keine Aus-
zahlungen wihrend der Laufzeit beachtet werden miissen.

Die versicherte Person nimmt die Position des Optionskéufers ein. Da aber
Optionen in Lebensversicherungsvertragen nicht einkalkuliert werden, zahlt
die versicherte Person keine Optionspramie fiir das Kapitalwahlrecht. Das
Ziel ist also die Ermittlung der Optionspramie fiir das Kapitalwahlrecht.

3.4.1.3 Optionsprimie fiir das Kapitalwahlrecht

Zur Berechnung der Optionspramie wird die geschlossene Formel von Black-
Scholes verwendet, die an das Zinsstrukturmodell von Hull und White an-
gepasst wurde. Dabei wird sich das Verfahren aus Kapitel 2.4 zu Nutze ge-
macht, worin eine européaische Put-Option auf ein Zinsderivat mit Auszah-
lungen umgewandelt wird zu einem Portfolio bestehend aus Puts auf einzelne
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Zerobonds. Diese Transformation ist hier sehr niitzlich, da es sich um einen
europdischen Put auf die jihrlich vorschiissigen Rentenzahlungen handelt.
Dabei kann die Notation aus 2.4 auf das Kapitalwahlrecht iibertragen wer-
den.

Die Rentenzahlungen zu den Zeitpunkten m = n,n + 1,...,w — x werden
als Kupons angesehen. Also sind die Auszahlungstermine s; mit j = 1,...,m
hier durch den Laufparameter m zu ersetzen. Somit wird die Put-Option
als Portfolio dargestellt, welches w — x — n Puts auf Zerobonds enthélt. Die
Filligkeit der Option wird auf den Rentenbezugsbeginn n gesetzt und der
Basispreis entspricht der Kapitalabfindung .5,,.

Zusammengefasst bedeutet das:

Basispreis K —  Kapitalabfindung 5,

Falligkeit T —  Rentenbezugsbeginn n

Kupons c¢; zur Zeit s; —  erwartete Rentenzahlungen R,,
mit T <sjund j=1,....,m mitm=n,n+1,....w—=x

Der Payoff der m-ten européischen Put-Option auf einen Zerobond entspricht
max {X,, — P(n,m),0}

Dann wird der Preis der m-ten européischen Put-Option auf einen Zerobond
berechnet, wie im Modell von Hull und White dargestellt:

p(m) = X,, P(0,n) ®(—=hy + opm) — P(0,m)P®(—h,)

mit X,, = P*(n,m), wobei der Zerobond einen Zinssatz r* enthélt, welcher
dem entspricht, was ein Lebensversicherungsunternehmen an garantierten
Zinsen und Uberschiissen bietet. Weiterhin gelten fiir h, und op,,:

1 ( P(0,m) )+ap,m

hg = —— 1
TPm . P0,n) X,, 2

1— 6—2an

g —a(m—n
apmza(l—e ( )) 9
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Der Preis der Kapitalabfindung berechnet sich dann aus den aufsummierten
Preisen der Puts und der jeweiligen Auszahlung. Gewichtet wird die Summe
mit der Uberlebenswahrscheinlichkeit, da die Option nur ausgeiibt werden
kann, wenn die versicherte Person den Termin erlebt.

Preis des Kapitalwahlrechts unter dem finanziellen Aspekt

KWRFin = nPx wzi( Rm Pm

m=n

3.4.2 Bewertung der Abrufoption

Die Abrufoption, enthalten in einer aufgeschobenen Rentenversicherung, bie-
tet die Moglichkeit eines fritheren Rentenbezugs. Wie schnell erkannt wird,
ist die Bewertung dieser Option etwas aufwendiger als beim Kapitalwahl-
recht.

Im ersten Schritt werden wieder die noch notwendigen Daten gesammelt, ge-
folgt von der Interpretation der Abrufoption als ein Finanzinstrument. Dann
kann die Bewertung der Abrufoption mit einer bereits vorgestellten Bewer-
tungsmethode vorgenommen werden.

3.4.2.1 Benotigte Daten

Fiir die Abrufoption gibt es eine sogenannte Abrufphase. Innerhalb dieses
Zeitraumes kann die Abrufoption ausgeiibt werden und so die Zahlung der Er-
lebensfallleistung vorgezogen werden. Die Abrufphase wird mit s € {0,...,n}
bezeichnet. Es wird also vorerst angenommen, dass wahrend der gesamten
Vertragslaufzeit die Option ausgeiibt werden kann. In der Praxis handelt es
sich meist um eine Abrufphase von fiinf Jahren vor dem Ablauf des Versiche-
rungsvertrags, also s € {n — 4, ..., n}. Zur Verdeutlichung wird die Abbildung
3.3 eingefiigt:
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Abbildung 3.3: Kapitalbildende Lebensversicherung mit Abrufphase

ék bezeichnet mit k = 0, ...,n—s—1 die Hohe der Todesfallleistung, wahrend
Sy_s fiir die Erlebensfallleistung steht. Die Leistungen sind dabei an das der-
zeitige Deckungskapital angepasst, welches bei der Ausiibung der Option vor-
handen ist. Stirbt die versicherte Person vor dem vor verlegten Vertragsende
n — s, so wird die Todesfallleistung D, fillig. Erlebt die versicherte Person
diesen Zeitpunkt, so wird die Erlebensfallleistung .5,,_s ausgezahlt. Der Leis-
tungsbarwert einer kapitalbildenden Lebensversicherung mit dem vorzeitigen
Vertragsende n — s hat den Wert

n—s—1

A - = Z kPz Gtk UkJrl Dk +n_s Pz v"Te Sn—s

,n—s
k=0

Die Leistungen bei Vertragsabschluss sind Dy mit & = 0,...,n fiir den To-
desfall und S, fiir den Erlebensfall. Der Leistungsbarwert fiir die Laufzeit n
lautet

i
L

A = EPz QJ:-‘rk’ 'Uk+1 Dk —|—npx ’Un Sn

0

-
z,n

=
Il

Es wird die Annahme getroffen, dass die Todesfallleistung zu jedem Zeit-
punkt mit der Erlebensfallleistung {ibereinstimmt. Das heifit, es gilt Dy, = .5,
beziehungsweise D = S,_,. Die Leistungen sollen bereits alle Uberschiisse
enthalten.

Weiterhin muss beachtet werden, dass in der Abrufphase noch Priamien ge-
zahlt werden. Diese haben einen Wert von




Die Pramienzahlungen® werden ebenfalls jihrlich vorschiissig von der versi-
cherten Person geleistet. Da Préamien in der Lebensversicherung als allgemein
konstant gelten, wird P = P, gesetzt. Alle notwendigen Werte sind zusam-
men getragen und somit wird im néchsten Schritt die Abrufoption einer ka-
pitalbildenden Lebensversicherung unter dem finanziellen Aspekt betrachtet.

3.4.2.2 Interpretation der Abrufoption

Mit der Abrufoption kann das Vertragsende vorgezogen werden. Das bedeu-
tet, dass der Todesfallschutz verkiirzt und die Leistung bei Erleben friiher
ausgezahlt wird. Damit verringern sich auch die Werte der Leistungen. Mit
anderen Worten verkauft die versicherte Person ihre urspriingliche Erlebens-
fallleistung fiir eine neue Erlebensfallleistung zu einem fritheren Zeitpunkt.
Nach dem Bedingungswerk eines Lebensversicherungsunternehmens kann die
Abrufoption innerhalb der Abrufphase jéhrlich ausgeiibt werden. Somit gibt
es mehrere Ausiibungszeitpunkte fiir die Option.

Werden die Einzelheiten zur Abrufoption erfasst, so kann diese als eine Ber-
muda Option interpretiert werden. Genauer gesagt, handelt es sich um eine
Bermuda Put-Option.

e Die Laufzeit der Abrufoption betrigt n Jahre.

e Die Ausiibungstermine werden mit m bezeichnet und auf die Zeitpunk-
tem=mn—s,...,n — 1 festgelegt.

e Bei der Ausiibung verkauft die versicherte Person ihre Leistungen fiir
geringere Leistungen zu einem fritheren Zeitpunkt.

e Das Lebensversicherungsunternehmen wird als Stillhalter gesehen und
die versicherte Person als den Optionskaufer.

Mit diesen Uberlegungen wird eine Abrufoption als eine Bermuda Put-Option
interpretiert. Damit besitzt die versicherte Person eine solche Option auf ihre
kapitalbildende Lebensversicherung A - fiir eine kapitalbildende Lebensver-
sicherung mit kiirzerer Dauer A - mlt s Ausiibungsterminen zu den Zeit-

z,

punkten m =n —s,....,n — 1.

2 a - bezelchnet den Leistungsbarwert einer temporéren Leibrente iiber ¢ Jahre. Diese

Art von Rente ist in der Praxis nicht sehr weit verbreitet. Aber der Leistungsbarwert wird
h&ufig zur Pramienberechnung herangezogen.
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Nun kann die Bermuda Put-Option bewertet werden, um die Optionspriamie
zu ermitteln.

3.4.2.3 Optionspramie fiir die Abrufoption

Zur Bestimmung der Optionspramie fiir die Abrufoption ist es nicht moéglich
eine geschlossene Formel zu verwenden. Im letzten Kapitel wurde daher die
Bewertungsmethode mittels Trinomialbdumen eingefiithrt, um die Options-
pramie von Bermuda-Optionen berechnen zu kénnen. Diese wurde auf der
Grundlage des Zinsstrukturmodells von Hull und White aufgebaut. Nun soll
das Verfahren zum Einsatz kommen. Zuvor wird jedoch die Abrufoption als
eine Bermuda Put-Option auf eine Kupon-Anleihe dargestellt. Die Kupons
enthalten die erwarteten Todesfallleistungen Dy, abziiglich der noch félligen
Pramie P,, im m-ten Jahr. Die Beitragszahlungen miissen beachtet werden,
da die Beitragszahlungsdauer ¢ zum Zeitpunkt m € {n —s,...,n — 1} noch
nicht beendet ist. Dann betragt der Kupon im m-ten Jahr

m—1Pz Qz+m—1 Dm — mDPz Pm

Alle weiteren Groflen der Bermuda Put-Option sind nachstehend zusammen-
gefasst:

n — Falligkeit

Sy, — Basiswert

m=n-—s,...,n—1 — Auslibungstermine

S — Basispreis fiir den Ausiibungstermin m

Auch bei einer Bermuda-Option auf eine Kupon-Anleihe kann die in Kapitel
2.4 geschilderte Umwandlung in mehrere Bermuda-Optionen auf Zerobonds
vorgenommen werden. Die obigen Bezeichnungen werden beibehalten.

Wie bereits bekannt ist, wird eine Bermuda-Option mittels Trinomialbdumen
bewertet. Dabei wird die Entwicklung der Short Rate aus dem Zerobond in
dem Baum dargestellt.

Als Ausgangspunkt wird der Knoten (7, j) in Augenschein genommen. i gibt
den Zeitpunkt im Baum an, wéhrend j das Niveau der Short Rate wieder spie-
gelt. Das Verfahren ist in Kapitel 2.5.2 ausfiihrlich erlautert worden. Es wird
begonnen mit dem Payoff zur Filligkeit und es folgt eine Riickwértsinduktion
bis zum Anfang der Laufzeit. Die Werte an den Knoten berechnen sich aus
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den Preisen der Vorgéngerknoten. Diese werden gewichtet mit den jeweili-
gen Wahrscheinlichkeiten fiir eine Verzweigung. Weiterhin miissen die Werte
noch mit dem in der Periode giiltigen Zinssatz diskontiert werden. Ist der
Trinomialbaum vollstéindig berechnet, so kann gepriift werden, ob zu den
Austiibungsterminen m eine Ausiibung tatséchlich zweckméfBig ist.

Wird der Ausgangspunkt (i,j) angenommen, betrigt das Niveau der Short
Rate jAr zum Zeitpunkt m = iAt mit n —s < m < n — 1. Ist die Ausiibung
zum Zeitpunkt m sinnvoll, kann davon ausgegangen werden, wenn die Vor-
aussetzung einer finanzrationalen versicherten Person gegeben ist, dass die
Abrufoption in Anspruch genommen wird. Dann entspricht die Erlebensfall-
leistung S,, und der Vertrag gilt damit als beendet. Fiir die Berechnung des
Payoffs gilt, dass zukiinftigen Zahlungen von der filligen Leistung subtra-
hiert werden. Dazu gehoren die erwarteten Todesfallleistungen sowie die ur-
spriingliche Erlebensfallleistung, jeweils gewichtet mit Uberlebens- und Ster-
bewahrscheinlichkeiten. Die noch zu zahlenden Pramien dagegen werden an-
gerechnet. Weiterhin muss jede erwartete Zahlung auf den Zeitpunkt der
Ausiibung diskontiert werden. Dazu wird der Zerobond verwendet, der im
Trinomialbaum approximiert wurde.

Dann kann der Payoff mit

Sm — Z k—m—1Pz+i e+m—1 Dk P(m7 k)
k=m+1

max
t—1

—On n—mPz+m P(m,n) + Z k—iPz+i Pk P(ma k)7 0

k=m

angegeben werden.

P(m,n) bezeichnet den Preis eines Zerobonds im Trinomialbaum im Knoten
(4, 7) zum Zeitpunkt m = At mit dem giiltigen Zinssatz jAr in diesem Teil-
intervall und einem Félligkeitstermin von m + 1.

Da die Bewertung der Abrufoption numerisch vollzogen werden muss, kann
kein konkreter Optionswert angegeben werden. Vielmehr ergibt sich dieser
bei der Aufstellung des Trinomialbaums, wenn die Zerobondpreise berechnet
wurden. Denn von diesen héngt der Wert der Abrufoption im Wesentlichen
ab. Ist ein sinnvoller Ausiibungszeitpunkt gefunden, so wurde ebenso der
beste Wert der Option abgeleitet.
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3.4.3 Bewertung der Aufschuboption

Eine Aufschuboption kann ebenfalls in einer kapitalbildenden Lebensversi-
cherung impliziert sein. Sie erlaubt einen Aufschub fiir die Falligkeit der Er-
lebensfallleistung und damit einen ldngeren Todesfallschutz. Die Bewertung
wird dhnlich verlaufen, wie beim Kapitalwahlrecht.

Auch hier wird mit dem Festlegen der bendtigten Daten und die Interpreta-
tion der Aufschuboption als ein Finanzderivat begonnen, um dann die Be-
wertung der Aufschuboption durchzufiihren.

3.4.3.1 Benotigte Daten

Wird die Aufschuboption ausgeiibt, so gibt es einen begrenzten Zeitraum, um
wie viel Jahre das Vertragsende hinausgezogert werden kann. Dieser Zeitraum
wird Aufschubphase genannt. Der Aufschub kann um s Jahre vorgenommen
werden. Dies ist in der Abbildung 3.4 dargestellt:

g 1 n n+1 n+s—1 n+s
| | | | | | >
Dy ... Dy D, ... Dpiss Dpys
St

Abbildung 3.4: Kapitalbildende Lebensversicherung mit Aufschubphase

Die Todesfallleistungen Dy, sowie die Erlebensfallleistung §n+5 sind an das
derzeitige Deckungskapital angeglichen, welches zum Zeitpunkt n+s verfiighar
ist. Der Leistungsbarwert der verlingerten kapitalbildenden Lebensversiche-
rung entspricht

n+s—1

A - = E v* D "t S
Znts EPz Qe+k kTt n+sPz n+s
k=0

Der Lebensversicherungsvertrag ohne die Ausiibung der Option hat einen
Leistungsbarwert von
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n—1

Aa:,ﬁ = Z kPz Qu+k v* Dy, + nPz V" Sy
k=0

Die Todesfallleistung betragt Dy mit & = 0,...,n — 1 und eine Erlebensfall-
leistung in Hohe von S,,. Es gilt die Annahme, dass die Todesfallleistung die
gleiche Hohe besitzt, wie die Erlebensfallleistung. Es gilt also D = S,, und
dem zur Folge auch Dy = 5,,..

Die Beitragszahlungsdauer ist bis zum Zeitpunkt der Ausiibung bereits be-
endet, da t = n giiltig sein soll. Damit ist die letzte Pramie zum Zeitpunkt
n — 1 fillig. Die Option kann erst zum Ende des Vertrages also zu n aus-
geiibt werden. Somit miissen keine Pramien beachtet werden. Es ist bei eini-
gen Lebensversicherungsunternehmen moglich, bei der Ausiibung auch eine
Verldngerung der Beitragszahlungsdauer zu erreichen. Dann miissen die wei-
teren Primien in die Bewertung eingehen®. Es sind alle notwendigen Daten
zusammen getragen.

3.4.3.2 Interpretation der Aufschuboption

Zur Interpretation der Aufschuboption als ein Finanzderivat werden die fol-
genden Uberlegungen gemacht.

Um das Vertragsende der kapitalbildenden Lebensversicherung hinauszuzo-
gern, kann die Aufschuboption ausgeiibt werden. Die Ausiibung bewirkt einen
Verkauf der Erlebensfallleistung S, fiir die dann giiltige Leistung S,, ;s im Er-
lebensfall. Im Bedingungswerk eines jeden Lebensversicherungsunternehmens
ist festgelegt, um wie viel Jahre der Aufschub begrenzt ist. Dann hat die er-
weiterte Laufzeit den konkreten maximalen Wert von n + s.

Die Aufschuboption kann als européische Put-Option aufgefasst werden:

e Die Aufschuboption hat eine Laufzeit von n Jahren.

e Am Ende der Laufzeit hat die versicherte Person das Recht, die Auf-
schuboption auszuiiben.

e Bei Ausiibung wird die zu n fillige Erlebensfallleistung verkauft fiir die
Leistung zum Zeitpunkt n + s.

3Zum Vergleich: In Kapitel 3.4.2 wurden die Pramienzahlungen bei der Bewertung der
Abrufoption einbezogen.
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e Das Lebensversicherungsunternehmen iibernimmt die Position des Still-
halters, wahrend die versicherte Person der Optionskaufer ist.

Folglich besitzt die versicherte Person eine europaische Put-Option auf den
Basiswert A om0 einem Basispreis von A enls Da bei der Ausiibung gleich-
zeitig der Todesfallschutz verldngert erd ist es notwendig, die Todesfall-
leistung in die Bewertung der Option mit einflieen zu lassen. Auch diese
Option wird in einem Lebensversicherungsvertrag nicht eingepreist, so dass

die Optionspréamie ermittelt werden muss.

3.4.3.3 Optionsprimie fiir die Aufschuboption

Da die Aufschuboption als eine européische Option interpretiert wird, kann
die Bewertung iiber eine geschlossene Formel durchgefiihrt werden. Das Vor-
gehen ist wie bei dem Kapitalwahlrecht.

Die betrachtete européische Put-Option auf eine Kupon-Anleihe kann durch
das beschriebene Verfahren in Kapitel 2.4 in mehrere Put-Optionen auf Ze-
robonds transformiert werden. Dazu wird die dortige Notation auf die Auf-
schuboption iibertragen. Dabei liegt die Falligkeit der Option bei dem ur-
spriinglichen Vertragsende n. Der Basiswert wird mit der vertraglichen Er-
lebensfallleistung S, gleichgestellt. Der Basispreis entspricht der neuen Er-
lebensfallleistung S,,. . Die Auszahlungen aus der Anleihe stimmen mit den
erwarteten Leistungen iiberein, die zu den Zeitpunkten m = n,n+1,...,n+s
fallig werden. Bei den erwarteten Leistungen handelt es sich um die gewich-
teten Todesfallleistungen, die vom Lebensversicherungsunternehmen gezahlt
werden, wenn die versicherte Person innerhalb des Zeitraums [n, n+ s| stirbt.
In der folgenden Ubersicht ist die Ubertragung der Notation zusammenge-
fasst:

Basispreis K —  Erlebensfallleistung §n+s
zum Zeitpunkt n + s

Falligkeit T' — urspriingliches Vertragsende n
Kupons ¢; zur Zeit s; —  erwartete Todesfallleistung D,
mit T <s;jund j =1,....,m mitm=n,n+1,...n+s

gewichtet mit ,,,_1p, und q1pm_1
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Die m-te européische Put-Option auf einen Zerobond hat einen Payoff von
max {X,, — P(n,m),0}

Daraus folgt, dass die Black-Scholes-Formel, abgebildet auf das Zinsstruktur-
modell von Hull und White, verwendet werden kann. Dabei existiert ein Zins-
satz 1, welcher mit der garantierten Verzinsung sowie allen Uberschiissen ei-
nes Lebensversicherungsunternehmens iibereinstimmt. Dieser Zinssatz erfiillt
die Bedingung X,, = P*(n,m). Dann lautet der Preis der m-ten Put-Option
mitm=n,n+1...n+s

p(m) = X,, P(0,n) ®(—=hy, + opm) — P(0,m)P(—h,,)

Dabei gelten fiir h,, und op,,:

1 P(0,m) Tpm
By = —— 1 ’
OPm ! (P(Oa TL) Xm) " 2

1— €—2an
2a

(1 . efa(mfn))

Opm =

219

Der Wert der Abrufoption kann in einem letzten Schritt schnell ermittelt wer-
den. Dazu werden alle européischen Put-Optionen auf Zerobonds mit allen
Auszahlungen aufsummiert. Fiir die Ausiibung muss die versicherte Person
bis zum Zeitpunkt n iiberlebt haben. Daher wird die entstandene Summe
mit der n-jihrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit ,,p, gewichtet.

Preis der Aufschuboption unter dem finanziellen Aspekt

n—+s

AUFSCHUBFm = nPx Z m—-1Px Ox+m-1 Dm Pm

m=n
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Kapitel 4

Bewertung von Optionen in der
Lebensversicherung unter dem
biometrischen Aspekt

Bisher wurden Optionen betrachtet, die aus der Finanzwelt stammen und
implizierte Optionen in Lebensversicherungsvertragen, die einen finanziellen
Charakter besitzen. In diesem Kapitel wird sich ebenfalls mit Optionen aus
der Lebensversicherungsbranche beschéftigt. Diese werden allerdings unter
einem anderen Aspekt in Augenschein genommen. Es handelt sich dabei um
Optionen, die einem biometrischen Charakter folgen, wobei auch eine bereits
bekannte Option darunter zu finden sein wird.

Anfangs wird in der Einfiihrung die Frage gekliart werden, was Biometrie
bedeutet, um dann die biometrischen Optionen einzufithren. Weiterhin muss
iiberdacht werden, wie diese Optionen zu bewerten sind, da die Uberfithrung
in die Finanzwelt und deren Modelle hier nicht anwendbar sind. Weiterhin
werden ausgewahlte Optionen zur Bewertung herangezogen.

4.1 Einfiihrung von biometrischen Optionen
in der Lebensversicherung

Nicht nur die Finanzoptionen kénnen einen enormen Wert besitzen, sondern
ebenso die Optionen mit einem biometrischen Charakter. Auch diese Op-
tionen konnen bei ungiinstigen Konstellationen eines Vertrages auffallende
Kosten verursachen.

Bevor die Optionen mit biometrischen Charakter vorgestellt werden, soll ge-
klart werden, was Biometrie bedeutet. Dazu die folgende Definition.
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Biometrie

kommt aus der griechischen Sprache und setzt sich zusammen aus
,Bio*, was mit ,,Leben® iibersetzt wird, und dem Wort ,,Metron“, wel-
ches gleichbedeutend mit , Maf3“ ist.

Im Allgemeinen befasst sich die Biometrie mit Messungen an Lebewe-
sen.

In der Personenversicherungsbranche wird die Biometrie als individu-
elles Risiko verstanden, was jede versicherte Person mit sich bringt.

In der Lebensversicherungsbranche gilt die Biometrie also als ein Risiko, das
biometrische Risiko. Es ist das Risiko, was das Lebensversicherungsunter-
nehmen tréagt, wenn es solche Risiken fiir den Versicherungsnehmer absichert.
Als wichtigste biometrische Risiken sind die folgenden zu nennen:

e Tod

Langlebigkeit

Berufsunfiahigkeit

Erwerbsunfahigkeit

Pflegebediirftigkeit

Bevor Lebensversicherungsunternehmen Personen in ihr Versicherungskollek-
tiv aufnehmen, wird eine Gesundheitspriifung durchgefiihrt. Diese Mafinah-
me soll sicher stellen, dass kurz nach Vertragsabschluss bereits der Versiche-
rungsfall eintritt. Das bedeutet, es werden Personen selektiert, die beispiels-
weise kurz vor der Berufsunfihigkeit stehen oder auch eine tédliche Krankheit
haben.

Die in Lebensversicherungsvertragen implizierten Optionen enthalten bei der
Ausiibung ein erhohtes biometrisches Risiko. Das heifit nicht, dass eine ver-
sicherte Person krénker wird, wenn sie eine der moglichen Optionen in Be-
tracht zieht. Ein erhdhtes biometrisches Risiko besteht in der Sicht, dass die
versicherte Person auf Grund ihrer Krankheit die Option wéahlt. Aber auch
hier haben die Lebensversicherungsunternehmen einen Weg, um dieses Risi-
ko einzuschrinken. Ubt ein Versicherungsnehmer eine Option aus, so kann
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der Versicherungsvertrag auf aktuelle Rechnungsgrundlagen umgestellt wer-
den. Das bedeutet, dass beispielsweise das aktuelle Alter der versicherten
Person herangezogen wird. Des Weiteren sind auch alle im Bedingungswerk
festgelegten Einschrankungen zur Ausiibung der Option Mafinahmen, die ein
hoheres Risiko verhindern sollen.

Wie bereits bekannt ist, werden Optionen nicht in einen Lebensversiche-
rungstarif einkalkuliert. Es gibt Optionen mit biometrischen Charakter, bei
deren Ausiibung eine pauschale Priamie vom Lebensversicherungsunterneh-
men verlangt wird. Allerdings haben Untersuchungen gezeigt, dass auch eine
Pauschale unter gewissen Umsténden nicht ausreichend ist, um die bei Op-
tionsausiibung entstehenden Kosten zu decken.
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4.2 Biometrische Optionen

Um sich einen Uberblick zu verschaffen, welche biometrischen Optionen am
géangigsten sind und welche Besonderheiten sie besitzen, werden sie in die-
sem Abschnitt vorgestellt und erldutert. Dabei wird ein weiteres Mal mit der
bedeutendsten Option begonnen.

Das Kapitalwahlrecht

Das bei aufgeschobenen Rentenversicherungen angebotene Kapitalwahl-
recht wird an dieser Stelle noch einmal aufgefiihrt. Es wurde bereits im
Kapitel 3.2% ausfiihrlich beschrieben und unter dem finanziellen Aspekt
bewertet. Doch das Kapitalwahlrecht, wie spater noch ersichtlich wird,
tragt ebenso ein hohes biometrisches Risiko.

Bei der Bewertung iibernimmt das Kapitalwahlrecht eine besondere
Rolle. Wie spéter noch gezeigt wird, ist das allgemeine Bewertungs-
prinzip hier nicht anwendbar.

Eine weitere wichtige und weit verbreitete Option ist die Nachversicherungs-
garantie. Unter ihr versammeln sich weitere Optionen, die im Allgemeinen
den gleichen Zweck dienen. Die Nachversicherungsgarantie bietet dem Versi-
cherungsnehmer unter gewissen Voraussetzungen seinen Versicherungsschutz
ohne eine erneute Gesundheitspriifung zu erhohen.

Sie ist in fast allen Arten von Lebensversicherungsvertragen enthalten. Daher
werden die allgemein giiltigen Auspragungen ausfiihrlich beschrieben, denn
diese sind sich bei den verschiedenen Lebensversicherungstarifen sehr dhnlich.

Die Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereignissen

Diese Art der Nachversicherungsgarantie kann der Versicherungsneh-
mer ausiiben, wenn ein objektives Ereignis eintritt. Das Lebensversi-
cherungsunternehmen definiert diese in seinem Bedingungswerk. Die
objektiven Ereignisse beziehen sich auf die versicherte Person. Einige
Beispiele sind:

e Geburt oder Adoption eines Kindes,

LAuf die ausfiihrliche Beschreibung des Kapitalwahlrechts soll hier verzichtet werden.
Als Verweis gelte Kapitel 3.2, wo die Option bereits behandelt worden ist.
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Heirat,

Volljéhrigkeit,

Aufnahme einer selbststindigen Tétigkeit,

Einkommenserh6hung im Rahmen, wie es das Bedingungswerk
festlegt,

Tod des mit verdienenden Ehegatten.

Weiterhin im Bedingungswerk definiert ein jedes Lebensversicherungs-
unternehmen bestimmte Bedingungen zur Ausiibung der Option, wie
zum Beispiel Fristen. Ein anderes Beispiel ist die Einschriankung der
Ausiibungszeitpunkte. Meist wird in den ersten zehn bis zwolf Versiche-
rungsjahren die Nachversicherungsgarantie erlaubt. Zu einem spéteren
Zeitpunkt jedoch nicht mehr. Weiterhin existieren Héchstgrenzen, mit
welchem Alter eine versicherte Person ausiiben darf oder bis zu wel-
chem Wert die Erhohung vorgenommen werden kann.

Die Nachversicherungsgarantie bei Reduzierung

der Uberschussbeteiligung

Eine weitere Moglichkeit der Nachversicherungsgarantie besteht fiir den
Versicherungsnehmer, wenn die Uberschussbeteiligung vom Lebensver-
sicherungsunternehmen reduziert wird. Diese Option tritt bisher nur
bei Pflegerentenversicherungen auf.

Der Versicherungsnehmer wird iiber die Reduzierung in Kenntnis ge-
setzt und kann dann innerhalb einer einzuhaltenden Frist die Opti-
on ausiiben. Die Erhohung der Pflegerente begrenzt sich auf den ur-
spriinglichen Wert, der bei der Reduzierung der Uberschussbeteiligung
verloren wurde. Der aufgefiillte Teil der Pflegerente wird dann ebenso
garantiert.

Die Option wird im weiteren Verlauf keine besondere Rolle mehr spie-
len, da sie bei Ausiibung eine Pramienerhchung fiir den aufgefiillten Teil
zur Folge hat. Weiterhin hat die Reduzierung der Uberschussbeteiligung
meist keine sehr grofie Auswirkungen auf die Pflegerente, so dass nur
ein kleiner Teil aufgefiillt werden muss. Die versicherte Person wird
auflerdem auf aktuelle Rechnungsgrundlagen umgestellt. Somit kann
vorerst angenommen werden, dass der Optionspreis abgegolten wird.
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Die Dynamik

Die Dynamik ist eine planméfige Erhohung der Beitrdge und der Ver-
sicherungsleistungen. Die Erhohungen werden als Prozentsatz des zu
zahlenden Beitrags oder der Versicherungsleistungen meist jahrlich zu
Beginn eines jeden Versicherungsjahres vollzogen. Somit ist die Dyna-
mik eine dauerhafte Art der Nachversicherungsgarantie.

Ist bei Vertragsabschluss eine Dynamik mit eingeschlossen, so werden
die Erhohung automatisch ausgefiihrt, so lang der Versicherungsneh-
mer noch Beitrdge zu zahlen hat. Entspricht die Lénge der Beitrags-
zahlungsdauer der Vertragslaufzeit, so ist es in vielen Lebensversiche-
rungsunternehmen iiblich, dass wiahrend der letzten Versicherungsjahre
oder ab einem im Bedingungswerk festgelegten Hochstalter die Dyna-
mik aussetzt.

Der Versicherungsnehmer hat aber auch das Recht die Dynamik abzu-
lehnen. Tut er dies mehr als zweimal hintereinander, so wird die Dyna-
mik aus seiner Lebensversicherung ausgeschlossen. Diese Regelung fiir
das Widerspruchsrecht ist weit verbreitet.

Fiir jede Art der Nachversicherungsgarantie in jedem Lebensversicherungs-
tarif konnen weitere Bedingungen und Fristen gelten.

Eine biometrische Option, die keine Erhohungen der Leistungen nach sich
zieht, ist die Verldngerungsoption. Diese soll als néchstes vorgestellt werden.

Die Verlidngerungsoption

Die Moglichkeit der Verldngerungsoption ist iiblicherweise in Berufs-
unfihigkeitsversicherungen? enthalten. Sie bietet eine Verlingerung der
Laufzeit und somit einen langeren Versicherungsschutz ohne eine erneu-
te Gesundheitspriifung.

Allerdings muss sie bei Vertragsabschluss vereinbart werden, um im
spiteren Verlauf des Versicherungsvertrages ausgeiibt werden zu kénnen.
In der Regel wird eine Pramie fiir die Verldngerungsoption verlangt.
Die Verldngerung geht nicht iiber ein vom Lebensversicherungsunter-
nehmen festgelegtes Hochstalter hinaus und iiberschreitet nicht die zu

2Ist von Berufsunfihigkeitsversicherungen die Rede, so sind die eigenstindigen Versi-
cherungen wie auch die Zusatzversicherungen, die einen Berufsunfihigkeitsschutz bieten,
gemeint.

77



Vertragsbeginn festgelegte Leistungsdauer. Die Ausiibung dieser Opti-
on fiihrt meist zu einer Beitragserhéhung.
Weitere Bedingungen und Fristen kénnen gelten.

Die letzte biometrische Option, die in dieser Arbeit eingefiihrt werden soll,
ist die Moglichkeit eine Risikolebensversicherung in eine kapitalbildende Le-
bensversicherung umzutauschen. Diese Option wird mit Umtauschoption be-
zeichnet.

Die Umtauschoption

Hat ein Versicherungsnehmer eine Risikolebensversicherung abgeschlos-
sen, in der diese Option impliziert ist, so hat er das Recht innerhalb
der ersten Versicherungsjahre (meist 10 Jahre) seine Risikolebensversi-
cherung in eine kapitalbildende Lebensversicherung ohne eine erneute
Gesundheitspriifung umzutauschen. Dabei ist eine Verldngerung der
Vertragslaufzeit fiir die kapitalbildende Lebensversicherung moglich.
Die Versicherungsleistung kann in der Regel nicht erhoht aber vermin-
dert werden. Der Umtausch gilt nur fiir dieselbe versicherte Person.
Weitere Bedingungen und Fristen kénnen gelten.

Im Allgemeinen bringen biometrische Optionen eine Erhchung der Leistun-
gen oder eine Verlingerung der Laufzeit mit sich. Wobei der Faktor der aus-
bleibenden Gesundheitspriifung das Risiko enthélt, was die biometrischen
Optionen an Kosten verursachen koénnen.
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4.3 Allgemeine Bezeichnungen zu Lebensver-
sicherungsvertrigen

Im Kapitel 3.3 wurden bereits die aufgeschobene Rentenversicherung und die
kapitalbildende Lebensversicherung vorgestellt. In diesem Kapitel ist es not-
wendig die Risikolebensversicherung einzufiihren.

Zuvor soll der bereits verwendete Begriff der Rechnungsgrundlagen in der
Lebensversicherung erklért werden. Dabei wird wie folgt unterschieden. Die
Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung werden bei der Beitragskalkulation
verwendet. Fiir ein Lebensversicherungsunternehmen ist es gesetzlich vorge-
geben, dass diese vorsichtig gewahlt werden, um die Beitrége nicht zu gering
zu kalkulieren.

Beispielsweise wird der rechnungsmiiiige Zinssatz® von der Bundesanstalt fiir
Finanzdienstleistungsaufsicht (BaFin) festgelegt. Der aktuelle rechnungsma-
Bige Zinssatz liegt seit dem Jahr 2007 bei 2,25%. Eine weitere Rechnungs-
grundlage sind die Sterbetafeln. Diese werden von der Deutschen Aktuarsver-
einigung (DAV) geliefert. Allerdings ist ein Lebensversicherungsunternehmen
nicht verpflichtet, die Sterbetafeln der DAV zur Kalkulation einzusetzen. Es
gibt auch die Moglichkeit, eine unternehmenseigene Sterbetafel zu erstellen.
Dazu muss das Lebensversicherungsunternehmen einen geniigend groflen Be-
stand haben, um diese realistisch zu konstruieren. Die Vorgaben vom BaF'in
und der DAV sind notwendig, da in Deutschland die dauernde Erfiillbarkeit
der Versicherungsvertréage an erster Stelle steht.

Die Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung entsprechen den tatséchlich er-
warteten Rechnungsgrundlagen. Sie werden aus den Rechnungsgrundlagen 3.
Ordnung, also den tatsichlich eingetretenen, abgeleitet. Rechnungsgrundla-
gen 2. Ordnung stellen eine Aussage fiir die Zukunft dar, die beispielsweise
in Bezug zur aktuell giiltigen Sterbetafel der DAV gesetzt wird. Die Rech-
nungsgrundlagen 2. Ordnung werden zum Beispiel fiir den Finanzierbarkeits-
nachweis? verwendet.

Die folgende Aufzihlung nennt die wichtigsten Rechnungsgrundlagen:

3Der rechnungsmifige Zinssatz entspricht der garantierten Verzinsung. Er wird auch
Ho6chstrechnungszinssatz genannt.

4Als  Finanzierbarkeitsnachweis wird die Rechtfertigung der zukiinftigen
Uberschussbeteiligung bezeichnet. Er bietet dem Versicherungsnehmer den Schutz,
dass das Lebensversicherungsunternehmen nicht zu hohe Angaben machen kann, um die
Kunden zu locken.
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e 7ins

Sterbewahrscheinlichkeit fiir Todesfallversicherungen

Sterbewahrscheinlichkeit fiir Rentenversicherungen

Invalidisierungswahrscheinlichkeit

Kostensatze

Es wird nun die Risikolebensversicherung vorgestellt.

4.3.1 Die Risikolebensversicherung

Die Risikolebensversicherung wird auch temporéire Todesfallversicherung ge-
nannt. Sie sichert nur den Todesfall ab. Wenn die versicherte Person innerhalb
der Vertragslaufzeit von n Jahren stirbt, zahlt das Lebensversicherungsunter-
nehmen die Todesfallleistung Dy, zum Zeitpunkt k£ aus. Erlebt die versicherte
Person das Vertragsende, so wird keine Leistung fallig. Die Todesfallleistung
wird als konstant angesehen. Sie enthélt bereits die garantierten Zinsen und
alle Uberschiisse.

Eine Risikolebensversicherung ist hauptséchlich vom Alter der versicherten
Person und von der Vertragslaufzeit abhéngig. Denn da nur der Todesfall
versichert wird, sind die Sterbewahrscheinlichkeiten die wichtigste Grofie bei
der Ermittlung des Leistungsbarwertes:

n—1

|nAa: = Z kPz Qu+k Uk+1 Dk
k=0

Dabei gelten weiterhin die nachstehenden Notation.

x — Alter der versicherten Person

n — Vertragslaufzeit

t — Beitragszahlungsdauer

wps — n-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines 2-jéhrigen
Gz — Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jahrigen

v"  — Diskontierungsfaktor fiir n Jahre

D, — Todesfallleistung
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Mit diesen Bezeichnungen wird die Risikolebensversicherung in der Abbil-
dung 4.1 veranschaulicht.

e}
—

n—1 n

[ e

Dy ... D, Dnii

Abbildung 4.1: Risikolebensversicherung

Die jahrlich vorschiissigen Beitragszahlungen sollen weiterhin iiber die gesam-
te Vertragslaufzeit geleistet werden. Der letzte Beitrag wird zum Zeitpunkt
n — 1 gezahlt. Es gilt n = t.
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4.4 Allgemeines Bewertungsprinzip fiir bio-
metrische Optionen

Da biometrische Optionen zur Bewertung nicht in Finanzderivate {iberfiithrbar
sind und damit auch die Modelle aus der Finanzwelt nicht zur Anwendung
kommen konnen, muss ein neuer Ansatz gefunden werden.

Dazu werden im ersten Schritt die Gemeinsamkeiten der biometrischen Op-
tionen zusammen getragen.

e Die Option wird ohne eine erneute Gesundheitspriifung ausgeiibt.

e Der Versicherungsvertrag wird auf aktuelle Rechnungsgrundlagen um-
gestellt.

e Bei den Optionen wird entweder die Vertragslaufzeit verldangert oder
die Leistungen erhoht.

e Alle Optionen sind nur unter bestimmten Bedingungen ausfiihrbar.

Die Bedingungen, unter der eine Option ausgeiibt werden darf, lassen er-
kennen, dass eine Option nicht fiir jede versicherte Person zu jedem be-
liebigen Zeitpunkt mit beliebigen Auspragungen ausfithrbar ist. Diese Ein-
schrankungen werden vom Lebensversicherungsunternehmen festgelegt, um
zu verhindern, dass das Risiko zu stark wéchst. Dies trifft ebenfalls zu, wenn
der Versicherungsvertrag bei Optionsausiibung auf aktuelle Rechnungsgrund-
lagen umgestellt wird. Dieses Thema wird zu einem spéteren Zeitpunkt noch
genauer aufgegriffen und genauer diskutiert.

Die wichtigsten Gemeinsamkeiten ist die Verlangerung der Vertragslaufzeit
oder die Erhchung der Leistungen ohne eine erneute Gesundheitspriifung. An
Hand dieser Punkte muss ein Ansatz zur Bewertung der biometrischen Optio-
nen gefunden werden. Nur aus der Verldngerung des Vertrages oder Erh6hung
der Leistungen kann keine Bewertungsmethode geschlossen werden. Aber es
ist offensichtlich, dass dieser Aspekt mit einbezogen werden muss. Dem zur
Folge Wird ein Ansatz aus der Gemeinsamkeit gezogen, die besagt, dass die
biometrischen Optionen ohne eine erneute Gesundheitspriifung ausfiihrbar
sind.

Das Kapitalwahlrecht weist diese Gemeinsamkeit nicht auf. Daher spielt es
eine gesonderte Rolle. Fiir das Kapitalwahlrecht muss ein anderer Ansatz
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gefunden werden, wie die Bewertung unter dem biometrischen Aspekt durch-
gefiithrt werden kann. Aus diesem Grund wird diese Option auch erst in Ka-
pitel 4.5.3 genauer untersucht und ein Ansatz zur Bewertung hergeleitet.

4.4.1 Die Gesundheitspriifung

Hier soll sich nun weiter auf den Gesichtspunkt ,,ohne erneute Gesundheits-
priifung® konzentriert werden. Denn die ersparte Gesundheitspriifung ent-
spricht der eigentlichen Option. Wie bereits festgestellt, wird ein Versiche-
rungsvertrag bei Optionsausiibung mit den aktuellen Rechnungsgrundlagen
neu berechnet. Dabei ist die Verldngerung der Vertragslaufzeit beziehungs-
weise die Erhohung der Leistungen bereits enthalten und somit in den neu-
en zu zahlenden Beitrag einkalkuliert. Mit anderen Worten entspricht die
Ausiibung einer biometrischen Option einem Neuabschluss ohne eine Ge-
sundheitspriifung. Daraus folgt, dass der Wert einer biometrischen Option
mit dem Wert der Gesundheitspriifung iibereinstimmt.

Doch wie wird die Gesundheitspriifung durchgefiihrt und wie beeinflusst sie
die Werte eines Versicherungsvertrags.

Die Gesundheitspriifung wird an der versicherten Person zu Vertragsbeginn
durchgefiihrt. Sie gibt dem Lebensversicherungsunternehmen die Chance, den
Gesundheitszustand der versicherten Person korrekt einzuschétzen. Die Ge-
sundheitspriifung gehort zur vorvertraglichen Anzeigepflicht und ist im §19
des Versicherungsvertragsgesetz (VVG) geregelt.

Zur Gesundheitspriifung wird kurz ein Beispiel illustriert.

Ein Neukunde méchte eine Risikolebensversicherung abschliefen. Das Le-
bensversicherungsunternehmen lasst der potentiellen versicherten Person die
Gesundheitsfragen beantworten. Danach kann entschieden werden, ob ein
Risikozuschlag erhoben werden, wenn der Neukunde bereits Vorerkrankun-
gen aufweist. Das Lebensversicherungsunternehmen hat ebenso das Recht die
Person abzulehnen.

Wird nach Vertragsabschluss bekannt, dass die versicherte Person die Ge-
sundheitsfragen nicht wahrheitsgeméfl beantwortet hat, so kann das Lebens-
versicherungsunternehmen von der Risikolebensversicherung zuriicktreten.
Weiterhin hat das Lebensversicherungsunternehmen das Recht, beim Haus-
arzt des Neukunden medizinische Fragen zu stellen oder einen eigenen Arzt
fiir eine Untersuchung zu bestimmen.
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4.4.2 Die Anfangsselektion und der Selektionsfaktor

Der Ablauf einer Gesundheitspriifung ist gekliart worden. Aber was bewirkt
die Gesundheitspriifung?

Dazu werden die Rechnungsgrundlagen einer Risikolebensversicherung in Au-
genschein genommen. Wie bereits gesagt wurde, hingt diese Versicherung
hauptséchlich vom Alter und der Laufzeit ab. Der Grund dafiir ist der Ein-
fluss der Sterbewahrscheinlichkeiten. Schliefit ein Neukunde nach der Ge-
sundheitspriifung eine Risikolebensversicherung ab, so ist das Risiko, dass er
in den ersten Versicherungsjahren verstirbt, eher gering. Somit werden in die
Sterbewahrscheinlichkeiten in den ersten Versicherungsjahren geringer aus-
fallen. Sie werden mit einem prozentualen Abzug versehen. Dadurch wird
eine sogenannte Anfangsselektion vorgenommen. Diese Anfangsselektion
bewirkt also, dass fiir einen Neukunden in der Anfangsphase seiner Risikole-
bensversicherung mit geringeren Sterbewahrscheinlichkeiten kalkuliert wird.
Wird eine biometrische Option ausgeiibt, so werden die Beitrége fiir die versi-
cherte Person neu ermittelt. Dabei wird die Anfangsselektion nicht beachtet,
da auch keine Gesundheitspriifung vorgenommen wurde. Also wird mit den
Sterbewahrscheinlichkeiten ohne einbezogene Anfangsselektion gerechnet.
Um den Wert der Gesundheitspriifung, und damit den Wert der Option, zu
bestimmen, miissen die Sterbetafeln mit und ohne enthaltener Anfangsselek-
tion ndher beleuchtet werden.

Die Anfangsselektion umfasst in der Regel die ersten fiinf Versicherungs-
jahre und wird als Prozentsatz der Sterbewahrscheinlichkeit angegeben. Ein
Beispiel fiir eine versicherte Person im Alter von 35 Jahren wird in Tabelle
4.1 gezeigt:

T ngel Sm in % q;nSel

3510,001747 | 0,75 | 0,001310
36 | 0,001869 | 0,80 | 0,001495
371 0,002007 | 0,8 | 0,001706
38 1 0,002167 | 0,90 | 0,001950
39 10,002354 | 0,95 |0,002236
40 | 0,002569 1,00 | 0,002569

Tabelle 4.1: Beispiel: Sterbewahrscheinlichkeiten mit Selektionsfaktoren
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Die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢2°* sind aus der Sterbetafel DAVSt1994T?
fiir das Alter 35 bis 40 einer méannlichen Person entnommen worden. Mit
sm werden die Selektionsfaktoren mit m = 1,...,5 bezeichnet. Die Selelek-
tionsfaktoren werden meist vom Riickversicherer geliefert, wenn der eigene
Bestand des Lebensversicherungsunternehmens nicht grofl genug ist, um sol-
che Faktoren zu berechnen. Dabei geht man von einem anfinglichen Niveau
aus und ermittelt die Selektionsfaktoren der folgenden vier Jahre so, dass
im sechsten Jahr der Selektionsfaktor 1 betréigt. Hier ist ein anféngliches Ni-
veau von 75% gegeben. Bis zum sechsten Jahr ist der Selektionsfaktor auf 1
normiert. Durch die Multiplikation der Sterbewahrscheinlichkeiten ¢°°¢ mit

T

dem jeweiligen Selektionsfaktor s, entstehen die Sterbewahrscheinlichkeiten

¢™° mit enthaltener Anfangsselektion.

4.4.3 Der Leistungsbarwert und die Kommutations-
zahlen

Im néchsten Schritt muss iiberlegt werden, wie mit Hilfe der nun hergelei-
teten Anfangsselektion die Bewertung der biometrischen Optionen vollzogen
werden kann.

Dazu wird der Leistungsbarwert einer Lebensversicherung herangezogen. Ein
Leistungsbarwert entspricht dem Erwartungswert der Leistungen inner-
halb eines Lebensversicherungsvertrags. Bisher ist die Darstellung des Leis-
tungsbarwerts in einer Summe bekannt. An dieser Stelle wird der Leistungs-
barwert, beschrieben durch Kommutationszahlen, eingefiihrt werden. Kom-
mutationszahlen dienen der Vereinfachung von Barwertberechnungen. Sie
haben ihren Ursprung in der deterministischen Auffassung und sind in der
Versicherungsmathematik weit verbreitet. Die ersten drei Arten von Kom-
mutationszahlen werden fiir Erlebensfalltarife verwendet, wahrend die dar-
auf folgenden fiir Todesfalltarife geeignet sind. Die erste Kommutationszahl
entspricht der diskontierten Anzahl der Lebenden des Alters z und wird mit
D, bezeichnet. Es gilt

mit der Anzahl der z-jahrigen Lebenden [,. Dann ist N, die Summe der dis-
kontierten Anzahl der z-jéhrigen Lebenden mit

SDAVSt1994T ist die Sterbetafel von der Deutschen Aktuarsvereinigung fiir Todesfall-
versicherungen aus dem 1994.
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N, = Z_: D:):Jrk
k=0

und S, die doppelte Summe der diskontierten Anzahl der Lebenden des Alters
T mit

Sx = i Nachk
k=0

Mit Hilfe der eingefiihrten Kommutationszahlen kann die aufgeschobene Ren-
tenversicherung nun wie folgt berechnet werden:

. n+k [ n+k loyr v
n‘aa: = k+nPz VU = v = I e—
l, I, v
k=0 k=0 k=0
o Nern
D,

Fiir Todesfalltarife gelten entsprechend die nachstehenden Kommutations-
zahlen C,, M, und R,. Mit der Anzahl der z-jdhrigen Verstorbenen d,
konnen die Kommutationszahlen fiir Todesfalltarif wie nachstehend definiert
werden.

ist die diskontierte Anzahl der z-jahrigen Verstorbenen. Dann entspricht die
Summe der diskontierten Anzahl der z-jéhrigen Verstorbenen

Mm = i Cx+k
k=0

und die doppelte Summe der diskontierten Anzahl der z-jahrigen Verstorbe-
nen

Rx = 2 Mx+k
k=0
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Mit den Kommutationszahlen kann nun auch eine Risikolebensversicherung
auf dem gleichen Weg, wie bei der aufgeschobenen Rentenversicherung, in
der Form geschrieben werden.

o Mr - Mm+n

nAx
| D.

Auch die Kapitalbildende Lebensversicherung ldsst sich durch die Kommu-
tationszahlen darstellen:

o Mz - Mern + D:J:Jrn

A -
x,n Dx

Mit dem nun bekannten Werkzeug wird der Ansatz der Bewertung von bio-
metrischen Optionen weiter verfolgt.

4.4.4 Die Differenz aus Leistungsbarwerten

Die biometrischen Optionen wurden vorgestellt und erlautert. Es wurden Ge-
meinsamkeiten festgestellt und die Wichtigste sondiert. Der Wert der Option
wurde gleichgesetzt mit dem Wert der Gesundheitspriifung. Um den Letzte-
ren ermitteln zu konnen, wurde die Anfangsselektion und der Selektionsfak-
tor eingefiithrt. Weiterhin wurde eine neue Darstellung fiir Leistungsbarwerte
mittels Kommutationszahlen gefunden. An dieser Stelle kann das allgemeine
Bewertungsprinzip ertffnet werden.

Im ersten Schritt wird dazu die Darstellung der Leistungsbarwerte mittels
Kommutationszahlen mit den Sterbewahrscheinlichkeiten mit und ohne ent-
haltener Anfangsselektion zusammengefiihrt. Auf den ersten Blick ist es nicht
ersichtlich, aber die Kommutationszahlen werden iiber die Sterbewahrschein-

lichkeiten ermittelt. Die folgende Aufzéhlung von Formeln zeigt die rekursive
Berechnung der Kommutationszahlen fiir Erlebensfalltarife.

D,=D, 1 (1 —@s—1)v mit Dy =1
N, =D, + N, 1 mit N, = D,,
Sx = Na; + Sa:+1 mit Sw = Nw
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Die Kommutationszahlen fiir Todesfalltarife konnen zuriickgefiihrt werden
auf die Kommutationszahlen D,, N, und S,. Fiir die diskontierte Anzahl
der x-jahrigen Verstorbenen gilt

Cp=dy 0" = (ly — lpyy) 0" =1, 0" — [y 0™

= D:c - Derl
Dann trifft fiir M, und R, mit d = 1 — v das Folgende zu

M, =D, —dN,

R, =N, —dS,

Die nun bereit gestellten Kommutationszahlen stehen in Abhéngigkeit zu
den Sterbewahrscheinlichkeiten. Also kénnen die benétigten Kommutations-
zahlen fiir einen Leistungsbarwert einer Lebensversicherung jeweils mit den
Sterbewahrscheinlichkeiten ¢2° und ¢™¢ berechnet werden.

Die Bezeichnungen der Leistungsbarwerte wird an dem Beispiel einer Risiko-
lebensversicherung illustriert:

MoSel _ MoSel

[ AP = =2 Tyosel o — ohne Gesundheitspriifung
x
MmSel o MmSel
[ A = —= - —  mit Gesundheitspriifung

DmSel

xr
Um den Wert der Gesundheitspriifung ermitteln zu kénnen, muss eine Diffe-
renz der beiden Leistungsbarwerte gebildet werden. Das bedeutet, der Leis-

tungsbarwert, der keine Gesundheitspriifung beinhaltet, wird vom Leistungs-
barwert mit Gesundheitspriifung abgezogen.

| AT ], A% = Wert der Gesundheitspriifung

Dabei ergibt sich ein negatives Ergebnis fiir die Differenz. Das lasst sich
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dadurch erklédren, dass der Leistungsbarwert mit Anfangsselektion geringer
sein muss als der ohne Anfangsselektion, da auch mit geringeren Sterbewahr-
scheinlichkeiten gerechnet wird. Daher wird mit der betragsméfiigen Differenz
fortgefahren.

Zu Beginn dieses Abschnitts wurde festgestellt, dass der Wert einer biome-
trischen Option gleich dem Wert der Gesundheitspriifung entspricht. Ganz
so einfach kann die Betrachtung jedoch nicht durchgefiihrt werden. Das Er-
gebnis der Differenz ist noch nicht endgiiltig.

Hat die versicherte Person zu einem Zeitpunkt s innerhalb ihrer Vertrags-
laufzeit vor, eine Option auszuiiben, so muss sie diesen Zeitpunkt erleben.
Weiterhin ist es grundlegend, den Wert einer Option zu Vertragsbeginn zu
kennen. Daher muss die Differenz zu diesem Zeitpunkt diskontiert werden.

Gewichtet mit der Uberlebenswahrscheinlichkeit und diskontiert, ergibt sich
der Wert fiir die Ausiibung zum Zeitpunkt s fiir eine biometrische Option in
einer Risikolebensversicherung:

bz V° ( | |nfsAZfsel - ‘nfsAgiesl )

Nun muss unterschieden werden, ob die biometrische Option eine Verlange-
rung der Laufzeit bewirkt oder eine Erh6hung der Leistungen.

Im Falle der verlangerten Laufzeit wird n — s mit der Verlangerung um m
Jahre addiert. Weiterhin wird mit der Versicherungssumme multipliziert und
der prozentuale Anteil an der Versicherungssumme ermittelt.

Handelt es sich um eine erhchte Todesfallleistung, so ist es notwendig nur mit
der Erhéhung zu multiplizieren. Die urspriingliche Versicherungssumme wird
hier nicht herangezogen, da es sich bei einer solchen Option um einen Neuab-
schluss mit einer Versicherungssumme in Hohe der Aufstockung der Leistung
handelt. Wird nun ebenfalls der prozentuale Anteil gebildet, so wird dies von
der gesamten Versicherungssumme abgeleitet, also von der urspriinglichen
Leistung addiert mit der Erhohung.

Ein letzter Schritt muss noch getan werden, um einen realistischen Wert
fiir eine biometrische Option zu erhalten. Es stellt sich die Frage:

89



,Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine versicherte Person
iiberhaupt eine Option ausiibt?*

Diese Frage triagt ebenso bei den Finanzoptionen eine Relevanz. Da die Er-
mittlung von Ausiibungswahrscheinlichkeiten ein echtes Problem darstellen,
wird es in Kapitel 5 aufgegriffen und ausfiihrlich diskutiert.

Hier kann erst einmal mit dem bisherigen Resultat zur Bewertung einzel-
ner biometrischer Optionen iibergegangen werden.
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4.5 Bewertung von biometrischen Optionen

Die bedeutungsvollste Option ist das Kapitalwahlrecht. Da dieses nicht mit-
tels des allgemeinen Bewertungsprinzips zu bewerten ist, wird sich der bio-
metrische Aspekt dieser Option erst spiter angenommen.

Zunéchst soll das allgemeine Bewertungsprinzip angewendet werden. Begon-
nen wird mit der Nachversicherungsgarantie, wobei zwei Arten der Option
betrachtet werden. Bei Umtauschoption einer Risikolebensversicherung in ei-
ne kapitalbildende Lebensversicherung kommt ebenfalls das allgemeine Be-
wertungsprinzip zum Einsatz.

4.5.1 Bewertung der Nachversicherungsgarantie

Die Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereignissen und die Dyna-
mik werden hier unter der vorgestellten Bewertungsmethode in Augenschein
genommen. Die beiden Arten der Nachversicherungsgarantie werden in fast
allen Lebensversicherungen angeboten. Das Verfahren zur Bewertung bei un-
terschiedlichen Lebensversicherungen zeigt keine grofien Abweichungen. Da-
her wird auf die Einfithrung neuer Tarife verzichtet und die Bewertung an
Hand der bisher bekannten Tarifen durchgefiihrt.

4.5.1.1 Die Nachversicherungsgarantie unter objektiven
Ereignissen

Diese Nachversicherungsgarantie kann von der versicherten Person ausgeiibt
werden, wenn eines der Ereignisse eintritt. Die gdngigsten Ereignisse wurden
aufgezéhlt. Aber es gibt durchaus noch eine Vielzahl von anderen Geschehnis-
sen, welches die Ausiibung der Option erlaubt. Diese sind im Bedingungswerk
des Lebensversicherungsunternehmens verankert.

Die Nachversicherungsgarantie bietet bei Eintritt eines der Ereignisse eine
Erhohung der Versicherungsleistungen an. Diese biometrische Option wird
ohne eine erneute Gesundheitspriifung ausgeiibt. Damit kann hier das allge-
meine Bewertungsprinzip angewendet werden. Da diese Art der Nachversi-
cherungsgarantie eher selten bei aufgeschobenen Rentenversicherungen ent-
halten ist, wird das allgemeine Bewertungsprinzip an der Risikolebensversi-
cherung und an der kapitalbildenden Lebensversicherung prisentiert.
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4.5.1.1.1 Fiir die Risikolebensversicherung

Die Bezeichnungen fiir eine Risikolebensversicherung werden aus dem Ab-
schnitt 4.3.1 iibernommen. Wird die Option zu dem Ausiibungszeitpunkt
s von der versicherten Person gewéhlt, so erhoht sich die Todesfallleistung
um FEj. Dann ergibt sich eine neue Versicherungssumme N = Dy + Fj mit
k = s,...,n — 1. Die folgende Abbildung 4.2 stellt eine Risikolebensversiche-
rung mit der ausgeiibten Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereig-
nissen dar.

x t

0 1 s s+1 ... n—1 n

— — — >
Dy ... D,y N, ... N,_o N,_1

Abbildung 4.2: Risikolebensversicherung mit Austibung der Nachversiche-
rungsgarantie

Der Leistungsbarwert der Risikolebensversicherung nach der Erhchung der
Todesfallleistung besitzt die folgende Form

n—s—1

_ E k+1 _
|n—sAr+s — kPz+s Qu+s+k U Nk —
k=0

Mx+s - M:EJrn
— N
Dm+s g

Die Ausiibung der Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereignissen
zéhlt als ein Neuabschluss zum Zeitpunkt s mit einer Todesfallleistung von
der Erhchung E). Der urspriingliche Vertrag bleibt bestehen. Die Differenz
aus einer Beitragszahlung nach der Ausiibung und der dann giiltigen Bei-
tragshohe entspricht der Pramie fiir den Neuabschluss. Die Todesfallleistun-
gen Dy, Ej und somit auch Ny sind zu jedem Zeitpunkt konstant. Die Leis-
tungsbarwerte, die mit und ohne Selektionsfaktoren berechnet werden, lauten

MoSel _ MoSel

oSel __ x+s x+n
‘”*SA»T"FS - DoSel Ek
T+
mSel __ mSel
| AmSel _ Mx—i—s Mﬂc—i—n E
n—sfix+s T DmSel k
xr+s
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Damit kann nun die Differenz der Leistungsbarwerte gebildet und ihre Ge-
wichtung vorgenommen werden.

Preis der Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereignissen
bei einer Risikolebensversicherung

NVGrbRiisiko = Px V° ( } ’nfsA?-s-Ssel - |nfsA§§-(;l )

4.5.1.1.2 Fiir die kapitalbildende Lebensversicherung

Aus dem Kapitel 3.3.2 wird die Notation der kapitalbildenden Lebensver-
sicherung beibehalten. Bei Ausiibung der Option zum Zeitpunkt s erhéht
sich die Erlebensfallleistung sowie auch die Todesfallleistung. Die folgenden
Bezeichnungen sollen dann gelten:

Sh — urspriingliche Erlebensfallleistung
T, — FErhohung der Erlebensfallleistung
U,=S5,+T, — neue Erlebensfallleistung

Dy, — urspriingliche Todesfallleistung
Ey — Erhohung der Todesfallleistung
N, = D, + Er, — neue Todesfallleistung

mit £ = s,...,n — 1 Um zu gewéhrleisten, dass zu jedem Zeitpunkt die Leis-
tungen immer die gleiche Hohe besitzen, miissen die Bedingungen S,, = Dy,
T,, = E; und somit auch U, = N, erfiillt sein.

Auch hier entspricht die Ausiibung der Nachversicherungsgarantie unter ob-
jektiven Ereignissen einen Neuabschluss in Hohe der Leistungen 7;,, und Dy
zum Zeitpunkt s.

Der Leistungsbarwert eines Neuabschlusses mit durchgefiihrter Gesundheits-
priifung hat dann den Wert:

mSel mSel mSel
mSel Ma:—i—s B Mx—i-n Dx+n
A = By + T,
TS n—s - DmS’el k DmSel n
’ x+s T+s
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Ein Neuabschluss ohne Gesundheitspriifung stimmt mit einer Optionsausiibung
iiberein. In diesem Fall lautet der Leistungsbarwert

oSel oSel oSel
/4a9d o A4§+s _'A4§+n E l)x+n T
x+sn:s__ Lyﬁd k Lde n

’ z+s T+s

Die Differenz der Leistungsbarwerte und ihre Gewichtung bringt das Resul-
tat:

Preis der Nachversicherungsgarantie unter objektiven Ereignissen
bei einer kapitalbildenden Lebensversicherung

NVGKLV = v ( ‘ AmSel  _ poSel

x+s,n—s x+s,n—s

)

Die bisherigen Ergebnisse fiir die Risikolebensversicherung und die kapitalbil-
dende Lebensversicherung miisste, wie schon erwédhnt, ein weiteres Gewicht
tragen. Die Ausiibungswahrscheinlichkeiten sind allerdings problematisch zu
ermitteln. Insbesondere bei dieser biometrischen Option kann eine realistische
Austibungswahrscheinlichkeit ohne genaue Daten nicht ermittelt werden.
Eine Diskussion zu diesem Problem wird in Kapitel 5 gehalten.

Der prozentuale Anteil des ermittelten Preises NV G heziehungsweise
NVGEEY von der Todesfallleistung N,,_; beziehungsweise T}, kann schnell be-
rechnet werden. Das allgemeine Bewertungsprinzip liefert einzelvertragliche
Ergebnisse. Werden mehrere Szenarien veranschlagt, kann mit dem entstan-
denen Netz von Werten eine Abschétzung fiir einen Preis der biometrischen
Option gegeben werden. Befindet ein Lebensversicherungsunternehmen es fiir
notwendig, so wird die Option in den Tarifen einkalkuliert.

4.5.1.2 Die Dynamik

Die Dynamik ist eine dauerhafte Art der Nachversicherungsgarantie. Es han-
delt sich dabei um planméflige Erhohungen, die prozentual auf die Leistungen
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oder auf die Beitrdge erhoben werden. Fiir die Bewertung der Dynamik wird
davon ausgegangen, dass der ,,schlimmste Fall“ fiir das Lebensversicherungs-
unternehmen eintritt. Das bedeutet, es wird erwartet, dass iiber die gesamte
Beitragszahlungsdauer die dynamischen Erhohungen vorgenommen werden.
Der Versicherungsnehmer lehnt die Dynamik zu keinem Zeitpunkt ab. Tritt
allerdings ein Leistungsfall ein, so ist die Dynamik beendet.

Die Bewertung der dynamischen Erhohungen der Versicherungsleistung wird
an Hand der Risikolebensversicherung verdeutlicht. Das Verfahren kann auf
jede andere Art von Lebensversicherung iibertragen werden.

Dynamische Erh6hung der Versicherungsleistung

Eine einzelne dynamische Erhchung auf die Versicherungsleistungen kann
ebenso bewertet werden, wie die Nachversicherungsgarantie unter objekti-
ven Ereignissen. Das bedeutet, dass fiir die erste Anhebung der Versiche-
rungssumme die Differenz der Leistungsbarwerte genau so vollzogen wird.
Mit allen weiteren Erhéhungen kann die Vorgehensweise ebenso geschehen.
Allerdings ist darauf zu achten, dass die benutzten Werte bereits alle dyna-
mischen Zuwichse der Vorjahre enthalten.

Die Notation einer Risikolebensversicherung aus dem Kapitel 4.3.1 werden
beibehalten. Der Prozentsatz wird mit gy g bezeichnet. Dann berechnen sich
die Todesfallleistungen der folgenden Versicherungsjahre geméfl der Tabelle
4.2:

Anzahl der Zuwachs der neue
Erhohungen | Todesfallleistung | Todesfallleistung
1 Ey =Dy qvs Ny = Dy + E;
2 Ey = Ny qvs Ny = N; + B
3 Es = Nj qvs N3 = Ny + L3
k Ey = Ni—1 qvs Ni = Np_1 + Ej,
(t—1) Ei 1 =N 5 qvs | Ny-1 = Nego + B4

Tabelle 4.2: Dynamik: Erhéhungen der Todesfallleistung

Die erste Erhohung der Todesfallleistung wirkt sich erst auf die zweite Bei-
tragszahlung aus. Somit entspricht die (¢ — 1)-te Anhebung der letzten dy-
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namischen Erhohung.

Die Differenzen der Leistungsbarwerte werden in der Tabelle 4.3 aufgezéhlt:

Anzahl der Differenz der
Erhohungen Leistungsbarwerte
1 ( } |n—1A;nf16l - |n—1Agie1l ) Ey 1ps !
2 ( ’ |n—2AZf2el - |n—2AZie2l ) Es 1peta v?
3 ( ’ |n—3A2nf§l - |n—3AZS+63l ) E3 1pey2 v®
k ( ‘ ’nka;nf;fl - |nka;ie]gl ) Er 1Dzyr—1 oF
(t—1) ( | |n—(t—1)A;nJie£1 - ’n—(t—l)AZii1 ‘ ) Ei 1 1peti2 v !

Tabelle 4.3: Dynamik: Differenzen der Leistungsbarwerte

Wegen der Ubersichtlichkeit sind die absoluten Erhohungen Ej, von den
Leistungsbarwerten ausgeklammert worden. Die Gewichtung der Differenzen
wird in jedem Versicherungsjahr durchgefiihrt, denn jede Erh6hung muss ein-
zeln betrachtet werden.

Dann wird die Summe aller gewichteten Differenzen als Wert der biome-
trischen Option verstanden:

Preis der Dynamik mit t — 1 Erhohungen auf die Todesfallleistung
in einer Risikolebensversicherung

t—1
Risiko __ mSel oSel k
DYNVS;o™ = E ( | [n-k A — [n-k AT ) Eyx 1Px+k-1 Vv
k=1
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Die gezeigte Vorgehensweise kann bei Erhchungen der Beitragszahlungen
analog durchgefiithrt werden. Dabei sind folgende Punkte zu beachten:

e Wie die in Tabelle 4.2 aufgestellten Erhohungen der Versicherungsleis-
tungen, konnen auch die Erhéhungen des Beitrags ermittelt werden.

e Aus den jeweiligen Beitrag wird die giiltige Versicherungsleistung be-
rechnet.

e Das Verfahren, wie bei den dynamischen Erhéhungen auf die Versiche-
rungsleistung, kann nun an den bestimmten Zuwéchsen der Leistungen
fiir jedes Versicherungsjahr angewendet werden.

Bei der Dynamik kann im Allgemeinen auf Ausiibungswahrscheinlichkeiten
verzichtet werden, wenn vom ,schlimmsten Fall“ ausgegangen wird. Das
heiflt, dass ein Versicherungsnehmer alle méglichen dynamischen Erhéhungen
durchfiithren lédsst. Hat ein Lebensversicherungsunternehmen Begrenzungen
fiir die Dynamik integriert, so konnen diese leicht iiber definierte Bedingun-
gen in das Verfahren eingebaut werden.

Auch hier kann der prozentuale Anteil des Preises DY NV Sfisiko yon der
Todesfallleistung N;_; ermittelt und eine Szenarioberechnung durchgefiihrt

werden, um eine globale Abschétzung fiir den Wert der Option zu geben.

4.5.2 Bewertung der Umtauschoption

Bei der Umtauschoption wird die Risikolebensversicherung in einen Neuab-
schluss einer kapitalbildenden Lebensversicherung ohne eine erneute Gesund-
heitspriifung umgewandelt. Da bei einem echten Neuabschluss eine Gesund-
heitspriifung durchgefiihrt wird, kann das allgemeine Bewertungsprinzip auf
den Abschluss der kapitalbildenden Lebensversicherung angewendet werden.
Die Umtauschoption kann nur innerhalb der ersten Versicherungsjahre aus-
geiibt werden. Meist gilt die Option in den ersten zehn Versicherungsjahren.
Das bisherige Deckungskapital der Risikolebensversicherung kann bei der Be-
rechnung vernachléssigt werden, da das Deckungskapital bei dieser Art der
Lebensversicherung nur eine geringe Bedeutung aufweist. Die Funktion des
Deckungskapitals einer Risikolebensversicherung besteht nur im Ausgleich,
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um die Pramien konstant zu halten.

Um zur Bewertung zuriick zu kehren, konnen gleich zu Beginn die Leistungs-
barwerte ermittelt werden. Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:

s — Ausiibungszeitpunkt mit 1 < s < 10
m  — Verlingerung der Vertragslaufzeit mit 0 < m < (w —x — n)
D, — Todesfallleistung mit Dy = konstant

w entspricht dem Ho6chstendalter einer Risikolebensversicherung, wobei das
in den Lebensversicherungsunternehmen unterschiedlich ausfallen kann.

AoSel _ Ma(c)iil B Ma(ﬁ)i%l+m D
|n—s+m T+s DoSel k
r+s
mSel mSel
| AmSel o Mm+s - Mx+n+m D
n—sftr+s T mSel k
T+s

Dann hat die Differenz der Leistungsbarwerte, gewichtet mit der Uberlebens-
wahrscheinlichkeit ,p, der versicherten Person bis zum Ausiibungszeitpunkt
s und zum Vertragsbeginn diskontiert mit v*, das Ergebnis:

Preis der Umtauschoption von einer Risikolebensversicherung in
eine kapitalbildende Lebensversicherung mit moglicher
Verldngerung der Vertragslaufzeit

UMTAUSCHbio = sPx \a ( ’ ‘niSerAmSel - ‘nferonsel )

X+s X+s

Mittels der Berechnung des prozentualen Anteils der Preises U MT AU SC Hy;,
an der Versicherungsleistung und den Szenarioberechnungen, kann eine Ab-
schidtzung {iber den Wert der Option gegeben werden. Dieser sollte, wenn
notwendig, in den Tarif einkalkuliert werden.

An dieser Stelle muss erwahnt werden, dass auch der Preis der Umtausch-

option mit einer Ausiibungswahrscheinlichkeit versehen werden muss. Dazu
nochmals der Verweis auf Kapitel 5.
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4.5.3 Bewertung des Kapitalwahlrechts

Das Kapitalwahlrecht wurde bereits unter dem finanziellen Aspekt betrach-
tet und bewertet. Allerdings spielt diese Option eine gesonderte Rolle. Das
Kapitalwahlrecht kann sich nicht nur finanziell schlecht auf ein Lebensver-
sicherungsunternehmen auswirken, sondern auch biometrisch. Dabei hat die
Wahl zwischen einer Leibrente oder der einmaligen Kapitalabfindung keiner-
lei Auswirkungen auf Grund einer nicht durchgefiihrten Gesundheitspriifung.
Denn nimmt eine versicherte Person das Kapitalwahlrecht in Anspruch, so
endet der Lebensversicherungsvertrag. Worin besteht also die Gefahr bei ei-
ner biometrischen Betrachtungsweise des Kapitalwahlrechts?

4.5.3.1 Das Kapitalwahlrecht als biometrische Option

Um die eben gestellte Frage zu beantworten, muss iiberlegt werden, welcher
biometrische Ausloser in Frage kommt, damit eine versicherte Person das
Kapitalwahlrecht ausiibt.

Eine aufgeschobene Rentenversicherung bietet der versicherten Person nach
der Aufschubzeit von n Versicherungsjahren lebenslange Rentenzahlungen.
Fiir eine Ausiibung des Kapitalwahlrechts kann es aus biometrischer Sicht
nur einen Grund geben. Die versicherte Person hat aus personlicher Wahr-
nehmung keine hohe Lebenserwartung. Das ist zwar ein subjektiver Fakt,
aber ist dies der Fall, so kann mit einer Ausiibungswahrscheinlichkeit von 1
gerechnet werden.

Begriindet wird diese Antwort damit, dass die versicherte Person auch an
dieser Stelle ein finanzrationales Denken besitzt. Wenn die Kapitalabfindung
grofler ist, als die Rentenzahlungen, die sie selbst noch zu erwarten glaubt,
wird die versicherte Person die Option ausiiben.

Dadurch entsteht innerhalb des Kollektivs zu Beginn der Rentenbezugszeit
ebenso eine Selektion, wie bei der Ausiibung von biometrischen Optionen oh-
ne eine erneute Gesundheitspriifung. Die nicht durchgefiihrte Gesundheits-
priifung hat zur Folge, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten nach in Anspruch-
nahme der Option hoher ausfallen. Das bedeutet fiir ein Versicherungskol-
lektiv, dass das versicherte Risiko Tod erhoht ist. Im Falle des Kapitalwahl-
rechts kann ebenso eine Selektion des Kollektivs statt finden. Wie bereits
erlautert, wird die Kapitalabfindung von den versicherten Personen gewihlt,
die eher hohe Sterbewahrscheinlichkeiten haben. Somit verringert sich die
Sterbewahrscheinlichkeit des Versicherungskollektivs im Rentenbezug. Die-
se Auswirkung hélt auch hier nur in den ersten Rentenbezugsjahren an. Der
Grund dafiir ist schnell ersichtlich. Im Rentenalter sind die Sterbewahrschein-
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lichkeiten allgemein hoher, als das in jungen Jahren der Fall ist. Sie ndhern
sich nach einigen Jahren der Rentenbezugszeit den normalen Sterbewahr-
scheinlichkeiten an.

Da auch beim Kapitalwahlrecht unter dem biometrischen Aspekt eine Selek-
tion vorzufinden ist, kann auch hier eine einzelvertragliche Bewertung mittels
Leistungsbarwerten vorgenommen werden.

4.5.3.2 Bewertungsmethode fiir das Kapitalwahlrecht

Da sich Lebensversicherungsunternehmen der anfénglichen Selektion in der
Rentenbezugsphase bewusst sind, fallen die einkalkulierten Sterbewahrschein-
lichkeiten fiir das Kollektiv im Rentenbezug geringer aus. Mittels dieser
Sterbewahrscheinlichkeiten werden die Leistungsbarwerte berechnet. Wie aus
dem Kapitel 3.3.1 bekannt, hat der Leistungsbarwert einer aufgeschobenen
Rentenversicherung die folgende Darstellung:

wWw—Tr—n

io= 3 +k
nle = ntkPz V"
k=0

Nx—l—n
= DI

Dabei gilt die bekannte Notation. Die zweite Darstellung erfolgt mittels Kom-
mutationszahlen.

Im néchsten Schritt muss {iberlegt werden, wie die Selektion innerhalb der
Rentenbezugszeit in den Sterbewahrscheinlichkeiten deutlich gemacht wer-
den kann.

Zur Bewertung des Kapitalwahlrechts werden die Sterbewahrscheinlichkeiten
2. Ordnung heran gezogen. Da die einkalkulierten Sterbewahrscheinlichkei-
ten im Rentenbezug bereits geringer ausfallen, als die normalen Sterbewahr-
scheinlichkeiten, ist die Selektion des Versicherungskollektivs bedacht wor-
den. Allerdings besteht die Moglichkeit, dass die Kalkulation vom Lebens-
versicherungsunternehmen zwar ausreichend ist, aber trotzdem innerhalb des
Kollektivs fiir eine starke Veranderung der Risikostruktur sorgen kénnte. Das
bedeutet, die Gefahr der Langlebigkeit des Versicherungskollektiv kann fiir
das Lebensversicherungsunternehmen ein erhohtes Risiko darstellen.

Um nun eine erhohte Selektion in Betracht zu ziehen, konnen die zur Bewer-
tung verwendeten Sterbewahrscheinlichkeiten 2. Ordnung geringer gesetzt
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werden. Dies kann fiir die ersten fiinf bis zehn Versicherungsjahre im Ren-
tenbezug geschehen. Der Abschlag der Sterbewahrscheinlichkeiten mit ent-
haltener Selektion muss von einem Lebensversicherungsunternehmen selbst
gew#hlt werden. Empfohlen wird eine Szenariorechnung.

Fiir die Untersuchung in dieser Arbeit werden die Sterbewahrscheinlichkei-
ten 2. Ordnung fiir die Rentenbezugsphase in den ersten fiinf Versicherungs-
jahren geringer gesetzt. Da fiir diese Arbeit keine praxisbezogenen Daten
zur Verfiigung stehen, wird hier die Sterbetafel DAVSt2004R ¢ benutzt. Die
Sterbewahrscheinlichkeiten aus der Sterbetafel DAVSt2004R sollen damit die
Sterbewahrscheinlichkeiten 2. Ordnung fiir die Rentenbezugsphase ersetzen.
Ausgehend von einem 5%-igen und 10%-igen Abschlag werden die Sterbe-
wahrscheinlichkeiten der DAVSt2004R fiir die fiinfjahrige Selektionszeit zu
Begin der Rentenbezugsphase verringert.

Die Tabelle 4.4 zeigt ein Beispiel mit einem Rentenbezugsbeginn von 65 Jah-
ren. Sie enthélt die Sterbewahrscheinlichkeiten der Tafel DAVSt2004R in der
zweiten Spalte, die als Sterbewahrscheinlichkeiten ohne Einfluss einer Selekti-
on gelten. In der dritten und vierten Spalte finden sich die Sterbewahrschein-
lichkeiten, die den Einfluss der Selektion zu Beginn der Rentenbezugsphase
iiber fiinf Jahre mit 5%-igen beziehungsweise 10%-igen Abschlag wieder spie-
geln. Sie gleichen sich der Sterbewahrscheinlichkeiten der DAVSt2004R in-
nerhalb der Selektionszeit von fiinf Jahren an.

z | ¢ =g | ¢ mit 5% | ¢ mit 10%
64 | 0,003707 0,003707 0,003707
65 | 0,003980 0,003781 0, 003582
66 | 0,004270 0,004099 0,003928
67 | 0,004631 0, 004492 0,004353
68 | 0,004995 0, 004895 0,004795
69 | 0,005363 0,005309 0,005256
70 | 0,005744 0,005744 0,005744
71 | 0,006150 0,006150 0,006150

Tabelle 4.4: ¢ aus der Sterbetafel DAVSt2004R und qusel mat einem Selek-
tionseinfluss von 5% beziehungsweise 10%

SDAVSt2004R wird zur Kalkulation von Rentenversicherungen verwenden. Die Sterbe-
tafeln werden von der DAV herausgegeben und enthalten geniigend Sicherheitszuschlige,
so dass die dauernde Erfiillbarkeit der Lebensversicherungsvertrige garantiert ist.
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Mittels der Kommutationszahlen, die mit den unterschiedlichen Sterbewahr-

scheinlichkeiten ¢”% und ¢°°* berechnet wurden, konnen die Leistungsbar-
werte
oSel
’doSel o Nw-l—n
e Sel
Dose
mSel
‘deel _ Nx-i-n
nitx o Sel
DmSe

ermittelt und die Differenz gebildet werden. Dann kann der Wert des Kapi-
talwahlrechts gewichtet und wie folgt angegeben werden:

Preis des Kapitalwahlrechts unter dem biometrischen Aspekt

KWRbiO - npx Vn ( ‘ n|émsel —n |é§){Sel ‘ )
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Kapitel 5

Einflussfaktoren fiir die
Ausiibung von Optionen in der
Lebensversicherung

Unter welchen Umsténden ein Versicherungsnehmer eine Option ausiibt, ist
bisher noch nicht angesprochen worden. Es konnen die verschiedensten Fak-
toren auf den Versicherungsnehmer einwirken. Daran ist auch die Ausiibungs-
wahrscheinlichkeit einer jeden Option gekniipft. In diesem Kapitel wird zu
jeder bewerteten Option eine Diskussion gefiihrt, welche Faktoren auf einen
Versicherungsnehmer beeinflussen. Dabei kann zwischen inneren und &ufleren
Einflussfaktoren unterschieden werden. Die &ufleren Faktoren kénnen an der
folgenden Aufziahlung festgemacht werden.

Finanzmarktlage

Arbeitsmarktlage

steuerliche Rahmenbedingungen

medizinisch bestétigter Gesundheitszustand

Innere Faktoren sind subjektive Einfliisse auf den Versicherungsnehmer und
meist privater Natur, wie beispielsweise die private Finanzlage, die subjekti-
ve Einschétzung der eigenen Gesundheit und die derzeitigen Lebenssituation.
Dabei kann gesagt werden, dass ein Versicherungsnehmer mit finanzrationa-
lem Denken sich nach den dufleren Faktoren richten wird.
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Die Ausiibungswahrscheinlichkeiten, welche fest an die moglichen Einfluss-
faktoren gekoppelt sind, konnen dabei nicht immer abgeschéatzt werden. Un-
tersuchungen zu diesem Problem werden derzeit in den Riickversicherungen
vorgenommen, denn diese haben eine Vielzahl von Datenmengen, um rea-
listische Ausiibungswahrscheinlichkeiten fiir einzelne Optionen zu ermitteln.
Dies ist nicht immer ganz einfach, wie im weiteren Verlauf festgestellt werden
kann.
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5.1 Das Kapitalwahlrecht

Das Kapitalwahlrecht ist die bekannteste und auch die wichtigste unter al-
len Optionen, die in Lebensversicherungen enthalten sein konnen. Es wird in
der aufgeschobenen Rentenversicherung angeboten und verschafft dem Ver-
sicherungsnehmer die Mdoglichkeit, statt lebenslangen Rentenzahlungen auch
die einmalige Kapitalabfindung zu gebrauchen. Doch in welchen Situationen
wird sich der Versicherungsnehmer gegen die Leibrente und fiir die Kapital-
abfindung entscheiden? Auf diese Frage gibt es eine Vielzahl von denkbaren
Antworten, die hier diskutiert werden sollen.

Angefangen mit den &dufleren Einflussfaktoren kann sich iiberlegt werden,
in wie weit die Ausiibung des Kapitalwahlrechts an die Finanzmarktlage
gekniipft ist. Dabei ist die Koppelung an den Marktzins der Hauptpunkt.
Ist der aktuelle Zinssatz auf einem sehr niedrigen Niveau, das Lebensver-
sicherungsunternehmen kann aber mit dem garantierten Zinssatz und der
Uberschussbeteiligung eine hohere Rendite anbieten, so wird sich der Versi-
cherungsnehmer fiir die lebenslangen Rentenzahlungen entscheiden. Mit ei-
nem hohen Zinsniveau am Markt steigt jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass
die Kapitalabfindung gew&hlt wird. Dann kann der Versicherungsnehmer das
ausgezahlte Geld anderweitig investieren, um eine hohere Rendite erzielen zu
konnen. Die Ausiibungswahrscheinlichkeit richtet sich dementsprechend nach
dem aktuellen Zinsniveau. Werden die Versicherungsnehmer einer geniigend
groflen Stichprobe beobachtet, wie sie auf die jeweilige Finanzmarktlage rea-
gieren, so konnten Wahrscheinlichkeiten fiir eine Ausiibung veranschlagt wer-
den.

Auch der Arbeitsmarkt spielt eine Rolle bei der Optionsausiibung, denn
die Arbeitsmarktsituation spiegelt sich innerhalb des Kollektivs wieder. Sind
die Arbeitslosenzahlen sehr hoch, werden eher wenige das Kapitalwahlrecht
ausiiben. Bekommt ein Versicherungsnehmer Arbeitslosengeld oder -hilfe, so
werden alle weiteren privaten Einkiinfte angerechnet. Um das regelméflige
Einkommen zu sichern, ist es von Vorteil die Rentenzahlungen zu wéihlen,
da die Kapitalabfindung vollstéandig beriicksichtigt wird bei der Berechnung
der monatlichen Unterstiitzung vom Staat. Das Kapitalwahlrecht wird daher
mehr in Anspruch genommen, wenn das regelméflige private Einkommen ge-
sichert ist, was bei einer guten Arbeitsmarktsituation eher der Fall ist. Die
Kapitalabfindung steht dann vollends den privaten Zwecken zur Verfiigung.

Die Beriicksichtigung der steuerlichen Rahmenbedingung fiir die Ausiibung
des Kapitalwahlrechts ist auch nicht zu unterschétzen. In den letzten Jah-
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ren hat sich einiges in Bezug auf die Versteuerung von Lebensversicherun-
gen gedndert. Seit dem 01.01.2005 gilt das Alterseinkiinftegesetz. Darunter
wird die steuerliche Behandlung von Altersvorsorgeaufwendungen und Alter-
seinkiinfte neu geregelt. Weiterhin wird das Rentenbezugsmitteilungsverfah-
ren eingefiihrt.

Die wesentlichen Anderungen und Neuerungen nach dieser Steuerreform wer-
den im folgenden zusammengefasst:

e Alterseinkiinfte werden erst dann besteuert, wenn sie an den Steuer-
pflichtigen ausgezahlt werden.

e Beitriage zur Altersvorsorge bleiben bis zu einem jéhrlichen Hochstbei-
trag unversteuert.

e Der Ubergang zur Steuerfreistellung von Altersvorsorgeaufwendungen
und die Besteuerung der Alterseinkiinfte wird schrittweise bis zum Jahr
2025 beziehungsweise 2040 durchgefiihrt.

e Fiir private Rentenversicherungen und kapitalbildende Lebensversiche-
rungen gilt beziiglich der Aufwendungen:

— Bei Vertragsabschluss vor dem 31.12.2004 sind Beitriage nicht an-
setzbar.

— Bei Vertragsabschluss vor dem 01.01.2005 sind Beitrége bis zu
einem Hochstbetrag abziehbar (§ 10 Abs. 4 EStG)*.

e Fiir die private Rentenversicherung gilt beziiglich der Leistungen:

— Ertragsanteilbesteuerung nach § 22 Nr. 1la/bb EStG

— abgekiirzte Rentenzahlungen: Kapitalertragsbesteuerung des Dif-
ferenzbetrags nach § 20 Abs. 1 Nr. 6 EStG

Bei einer aufgeschobene Rentenversicherung mit einem Vertragsabschluss
nach dem 31.12.2004 wird die Kapitalabfindung zur Hélfte der Ertrége ver-
steuert. Dies ist nur dann giiltig, wenn die Vertragslaufzeit mindestens zwolf
Jahre betragt und der Versicherungsnehmer zum Bezug das 60. Lebensjahr
bereits vollendet hat. Sonst wird eine volle Besteuerung nach § 20 Abs. 1 Nr.
6 EStG vorgenommen.

Auf weitere relevante Bestimmungen dieser Steuerreform beziiglich der Al-
tersvorsorgeaufwendungen und Alterseinkiinften wird an der jeweiligen Stelle

I'EStG = Einkommensteuergesetzbuch
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eingegangen.

Der vermutlich relevanteste Punkt fiir die Entscheidung zwischen Leibrente
und Kapitalabfindung entspricht dem medizinisch bestétigten Gesundheits-
zustand. Ist ein Versicherungsnehmer nachweislich gesund und besitzt eine
noch hohe Lebenserwartung, so werden hier die Rentenzahlungen fillig. Bei
Krankheit des Versicherungsnehmers wird dieser eher das Kapitalwahlrecht
ausiiben. Denn sind die von ihm noch zu erwartenden Rentenzahlungen gerin-
ger als die Kapitalabfindung und er iibt die Option nicht aus, so ist er kein fi-
nanzrational denkender Versicherungsnehmer. Somit ist die Ausiibungswahr-
scheinlichkeit bei Krankheit eines Versicherungsnehmers am hochsten. Die
Szenarien aus Kapitel 4.5.3 zeigen die Gefahr der Antiselektion.

Wird das Kapitalwahlrecht aus dem Grund der Krankheit ausgeiibt, so fal-
len alle anderen Faktoren weg. Denn bei einer tédlichen Krankheit wird es
den Versicherungsnehmer nicht interessieren, wie der Finanzmarkt oder Ar-
beitsmarkt aussieht, oder wie viel Steuern er auf die Kapitalabfindung zahlen
muss.

Fiir die Austibungswahrscheinlichkeiten bedeutet dies, dass die Einflussfak-
toren abhéngig von einander sind und daher noch schwerer zu ermitteln.

Aber nicht nur die &ufleren Einflussfaktoren sind einzubeziehen. Da die Vor-
aussetzung, dass der Versicherungsnehmer ein finanzrationales Denken be-
sitzt, nicht in jeder Situation gegeben sein kann, miissen auch die inneren
Faktoren in Augenschein genommen werden.

Innere Einflussfaktoren sind von subjektiver Natur. Das konnen Wiinsche
sein, die sich der Versicherungsnehmer mit der Kapitalabfindung erméglichen
mochte. Beispielsweise das Reisen im Alter oder besondere Ereignisse tref-
fen zu. Weiterhin kann er die gesamte Summe fiir eine Kreditablosung oder
fiir den Kauf eines Altersruhesitzes benutzen. Ein Faktor ist die familidre
Situation. Die Kapitalabfindung kann zu gleichen Teilen aufgeteilt werden
an Kinder und Enkelkinder. Ebenso ist es moglich, dass der Partner versorgt
sein soll.

All diese Einfliisse sollten ebenso beriicksichtigt werden. Dabei ist zu sagen,
dass diese Einfliisse letztlich nicht messbar sind. Somit erschwert dies wie-
derum die Ermittlung von Ausiibungswahrscheinlichkeiten.

In jedem Falle ist es derzeit wichtig, solche Ausiibungswahrscheinlichkeiten
zu bekommen, um eine realistische Priamie fiir Optionen in der Lebensversi-
cherung berechnen zu koénnen und den Preis eventuell in den Tarif einzukal-
kulieren.
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5.2 Die Abruf- und die Aufschuboption

Die Abruf- und die Aufschuboption werden in aufgeschobenen Rentenver-
sicherungen und in kapitalbildenden Lebensversicherungen angeboten. Im
ersten Schritt soll auf die Einflussfaktoren fiir die aufgeschobene Rentenver-
sicherung eingegangen werden.

Es wird ein flexibler Rentenbezugsbeginn mittels dieser Optionen geboten.
Aus biometrischer Sicht sind kaum Gefahren auszumachen, da es nur darum
geht, die Rentenzahlungen zu einem fritheren oder zu einem spéteren Zeit-
punkt zu erhalten.

Die Arbeitsmarktlage und die Finanzmarktlage sind eher ausschlaggebend fiir
eine Ausiibung einer der Optionen. Wird der Arbeitsmarkt in Augenschein
genommen, kann festgestellt werden, dass bei hoher Arbeitslosigkeit im Alter
die Abrufoption gewéhlt werden wird. Denn die Sicherung eines regelmafligen
Einkommens ist mit den Rentenzahlung gestarkt. Ist die Arbeitsmarktlage
besonders gut, so werden die Versicherungsnehmer des Kollektivs einen Auf-
schub des Rentenbezugstermins vornehmen, da ihr monatliches Einkommen
als gesichert gilt.

Die Finanzmarktlage wirkt sich auch auf diese Optionen aus. Bei einem héhe-
ren Zinsniveau, als die garantierten Zinsen und die Uberschussbeteiligung
des Lebensversicherungsunternehmens, wird ein Versicherungsnehmer mit fi-
nanzrationalem Denken die Abrufoption ausiiben, um die Rentenzahlungen
in eine andere Anlage flieen zu lassen, die eine hohere Rendite erwirtschaftet.
Umgekehrt wird der Versicherungsnehmer bei einem niedrigen Zinsniveau die
Rentenzahlungen hinaus zogern, um die Uberschiisse und garantierten Zin-
sen des Lebensversicherungsunternehmens einzubehalten.

Steuerlich kann sich an den Regelungen, die fiir das Kapitalwahlrecht auf-
gezahlt wurden, orientiert werden.

Fiir die kapitalbildende Lebensversicherung kann beziiglich der Arbeitsmarkt-
lage und der Finanzmarktlage ebenso argumentiert werden. Wobei es sich
dann nicht um Rentenzahlungen, sondern um die Erlebensfallleistung han-
delt. Fiir die Leistungen einer kapitalbildende Lebensversicherung gelten die
folgenden Punkt beziiglich der Versteuerung:

e Todesfallleistungen sind einkommensteuerfrei.

e Erlebensfallleistungen werden wie Kapitalwahlrecht besteuert.

Das bedeutet, die Hélfte der Ertrége sind zu versteuern, wenn die Vertrags-
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laufzeit mindestens zwolf Jahre betragt und der Versicherungsnehmer bereits
das 60. Lebensjahr vollendet hat.

Auch hier miissen die inneren Einfliisse beachtet werden. Fiir die Abruf-
option konnen solche beispielsweise sein:

e Aufstockung des regelméfliigen Einkommens
e Fintritt in die Frithrente oder Altersteilzeit

e Einzug in ein Altersheim

Die Aufschuboption kénnte zum Beispiel ausgeiibt werden, wenn:

e Spéterer Renteneintritt
e Versicherungsnehmer kann vorerst verzichten

e top Gesundheit

Fiir die Ausiibungswahrscheinlichkeiten gilt die Handhabung wie beim Kapi-
talwahlrecht. Es miissen mittels Beobachtungswerte von geeigneten Stichpro-
ben zu den verschiedenen Szenarien untersucht werden. Mittels dieser kénnen
langfristig sicher realistische Ausiibungswahrscheinlichkeiten gewonnen wer-
den.
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5.3 Die Nachversicherungsgarantie

5.3.1 Die Nachversicherungsgarantie unter objektiven
Ereignissen

Fiir das Ausiiben dieser Nachversicherungsgarantie ist das Eintreten der ob-
jektiven Ereignisse ein wichtiges Kriterium zur Ermittlung von Ausiibungs-
wahrscheinlichkeiten. Dabei kénnen Daten vom Statischen Bundesamt zu-
gezogen werden, um die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse zu
bekommen. Dabei muss davon ausgegangen werden, dass das Versicherungs-
kollektiv sich ebenso verhilt wie die gesamte Bevolkerung. Wird weiterhin an-
genommen, dass die Ereignisse unabhéngig von einander eintreten, so kénnen
die Einzelwahrscheinlichkeiten summiert werden.

Sind zu jedem objektiven Ereignis die Wahrscheinlichkeiten je Alter oder Al-
tersgruppe bekannt, steht noch eine Frage offen. Ubt der Versicherungsneh-
mer die Nachversicherungsgarantie auch aus, wenn er beispielsweise heiratet?
An dieser Stelle kann darauf zuriick gegriffen werden, wie Riickversicherungen
dies beurteilen, da diese eine Vielzahl von Daten besitzen.

5.3.2 Die Dynamik

Die Dynamik ist eine planméfige Erhchung der Leistungen oder der Beitrége.
In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, wenn der Versicherungsnehmer bei
Vertragsabschluss die Dynamik eingeschlossen hat, dass diese mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 bis zur moglichen letzten Erhohung beibehélt.

Ist dies nicht der Fall, kann sich ein Lebensversicherungsunternehmen auf
eigene Daten oder auf die, der Riickversicherungen stiitzen, um Wahrschein-
lichkeiten fiir einen Widerspruch zu erlangen.
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5.4 Die Umtauschoption

Die Umtauschoption einer Risikolebensversicherung in eine kapitalbildende
Lebensversicherung enthélt die Moglichkeit, die Vertragslaufzeit zu verliang-
ern. Dazu das folgende Beispiel:

Ein Versicherungsnehmer hat im Zuge einer Kreditaufnahme eine Risiko-
lebensversicherung abgeschlossen. Dies ist hdufig eine Bedingung von Ban-
ken, wenn nicht geniigend Riicklagen vorhanden sind. Nach zehn Jahren ist
der Kredit abgelost und der Versicherungsnehmer mochte aber weiterhin,
dass die Hinterbliebenen bei Tod abgesichert sind. So entschliet er sich die
Option auszuiiben und gleichzeitig die Verldngerung der Vertragslaufzeit in
Anspruch zu nehmen.

Auf den ersten Blick sind keine Probleme erkennbar, doch bei genauerer
Betrachtung des Beispiels konnte es moglich sein, dass der Versicherungs-
nehmer beispielsweise eine Krankheit hat. Thm ist bewusst, dass innerhalb
der néchsten Jahre, aber erst nach Ablauf der urspriinglichen Vertragslauf-
zeit, sterben wird. Die Todesfallleistung aus der kapitalbildenden Lebensver-
sicherung wird fallig. Da die Option ohne eine erneute Gesundheitspriifung
ausgeiibt werden kann, ist dem Versicherungsunternehmen nicht bekannt, wie
der Gesundheitszustand des Versicherungsnehmers tatséchlich ist.

Dieses Beispiel ist sicher nicht die Regel. Aber die Moglichkeit dessen ist
gegeben. Da es die Umtauschoption noch nicht lang in der Lebensversiche-
rungsbranche gibt, wurden bisher erst wenige Ausiibungen registriert. Daher
kann zu einer Ausiibungswahrscheinlichkeit nichts weiter gesagt werden.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Das Ziel der Arbeit bestand darin, Bewertungsmethoden vorzustellen, mit
denen in Lebensversicherungsvertrigen enthaltenen Optionen bewertet wer-
den konnen. Dabei wurde unterschieden zwischen Optionen mit finanziellen
und biometrischen Charakter.

Zur Bewertung der Finanzoptionen wurden diese als Finanzinstrument in-
terpretiert und mittels géngiger Methoden aus der Praxis der Finanzwelt
bewertet. Der Schwerpunkt lag dabei auf der Black-Scholes-Formel, welche
iiber das Binomialmodell von Cox, Ross, Rubinstein vollstdndig hergeleitet
wurde.

Die biometrischen Optionen wurden bewertet, in dem die bei Ausiibung ent-
stehende Selektion lokalisiert und mit der Differenz aus Leistungsbarwerten
ermittelt wurde.

Es konnte festgestellt werden, dass das Kapitalwahlrecht einer aufgescho-
benen Rentenversicherung eine besondere Rolle spielt. Es handelt sich bei
diesem Wahlrecht um eine Finanzoption, welche als européische Put-Option
interpretiert und mittels der Black-Scholes-Formel bewertet wurde. Wie ge-
zeigt wurde, kann das Kapitalwahlrecht ebenso als biometrische Option ge-
sehen werden. Dabei wurde die Selektion innerhalb der ersten Versicherungs-
jahre der Rentenbezugsphase erkannt und der biometrische Wert der Option
iiber die Differenz der entsprechenden Leistungsbarwerte ermittelt.

Bisher wurde ohne die Betrachtung von méglichen Einflussfaktoren fiir eine
Optionsausiibung gearbeitet. Diese sind allerdings ausschlaggebend fiir den
Wert einer Option. Aus diesem Grund wurden die moglichen Einfliisse, die
auf einen Versicherungsnehmer wirken kénnen, um eine Option in Anspruch
zu nehmen, im 5. Kapitel aufgezahlt und erlautert. Die Schwierigkeit dabei ist
es, aus den moglichen Faktoren Ausiibungswahrscheinlichkeiten zu ermitteln.
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Die bisherigen Ergebnisse miissen mit diesen Ausiibungswahrscheinlichkeiten
gewichtet werden, um realistische Ergebnisse bekommen zu kénnen. Dabei
wurde festgestellt, dass die beste Losung darin besteht, auf bekannte Daten
aus Lebensversicherungsunternehmen zuriick zu greifen. Eine andere Art der
Ermittlung von Ausiibungswahrscheinlichkeiten gestaltet sich schwierig, da
die verschiedensten Einfliisse auf den Versicherungsnehmer wirken kénnen.
Aktuell beschéftigen sich Riickversicherungen mit dem Thema der Wahr-
scheinlichkeiten fiir eine Optionsausiibung. Will also ein Lebensversicherungs-
unternehmen seine Optionen in den verschiedenen Lebensversicherungsver-
trédgen bewerten, so ist es bisher nur moglich, die entsprechenden Daten von
Riickversicherungen zu beziehen.

Wie letztendlich festgestellt werden konnte, bietet dieses Thema weiterfiih-
rende Fragestellungen, die zu einem wirklich realistischen Ergebnis notwendig
sind. Die bislang moglichen Abschétzungen der Optionswerte konnen daher
zur gleichen Erkenntnis gefiihrt werden, wie auch die Deutsche Aktuarsver-
einigung in ihrer Arbeitsgruppe ,,Bewertung von Optionen* feststellen muss-
te. Die ermittelten Werte fiir Optionen sind im Allgemeinen zu hoch. Die
Gewichtung mit Ausiibungswahrscheinlichkeiten wird zu einem besseren Er-
gebnis fiihren.

Diese Thematik sollte weiter ausgebaut werden und die Lebensversicherungs-
unternehmen sollten die Bewertung an eigenen Optionen aus den Lebensver-
sicherungsvertriagen vornehmen. Dann kann eine wichtige Frage beantwortet
werden:

Ist es notwendig, enthaltene Optionen in den Lebensversicherungstarif
einzukalkulieren?
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Anhang A

Das
Einperioden-Binomialmodell
zur Herleitung des Aquivalenten
Martingalmafles

Wie im Kapitel 2.2.1 definiert, gibt das dquivalente Martingalmaf risikoneu-
trale Wahrscheinlichkeiten fiir das theoretische Modell an. Da in der wirkli-
chen Finanzwelt die realen Wahrscheinlichkeiten nicht bekannt sind, werden
die risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten iiber die Arbitragefreiheit des Mark-
tes hergeleitet. Dazu wird ein arbitragefreies Einperiodensystem vorgestellt,
aus dem sich anhand des Einperioden-Binomialmodells das dquivalente Mar-
tingalmaf} ergeben wird.

Das arbitragefreie Einperiodensystem

Wie der Name schon erahnen lédsst, handelt es sich hierbei um ein Modell
mit einem Zeitintervall [ty,T] ohne Teilintervalle, also nur einer Periode.
Es gibt m risikobehaftete Anlageformen, die mit Ay, ..., A,, bezeichnet wer-
den. Der Preis der Anlagen zu Beginn des Zeitintervalls ¢, hat die Werte
A (to), ..., Am(to). Mittels endlicher diskreter Zufallsvariablen lassen sich die
Werte der Anlagen zum Ende des Zeitintervalls, also zu T', beschreiben. Dazu
kann jede Anlageform [ mogliche Zustédnde s1, ..., s; zum Ende des Zeitinter-
valls mit den realen Wahrscheinlichkeiten p; > 0 mit j = 1,...,[, annehmen.
Das heif3t, das durch das Eintreten eines der [ Zusténde der Wert einer Anla-
geform zum Zeitpunkt 7" beeinflusst wird. A;(7), j) bezeichnet dann den Wert
der i-ten Anlageform, wenn zum Zeitpunkt 7' der j-te Zustand eingetreten
ist.
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Im Einperiodensystem gibt es ebenso die risikolose Anlageform A; mit der
risikolosen Rendite 7.

Das Einperioden-Binomialmodell

Das Einperioden-Binomialmodell stellt einen Spezialfall des arbitragefreien
Einperiodensystems dar. Es gibt genau zwei Anlageformen A;, A, und genau
zwei Zustdnde sq, sy, welche die risikobehafteten Anlageformen zum Ende
des Zeitintervalls annehmen koénnen. Das heifit, es gilt m = [ = 2. Weiter-
hin muss gelten, dass A;(7T,1) # A;(T,2) und Ay(T,1) # Ax(T,2), da die
Anlageformen risikobehaftet sind. Mit der eingefiihrten Notation kann der
Einperioden-Binomialbaum durch folgende Abbildung A.1 dargestellt wer-
den:

to T Zustiande

A(T, 1), As(T, 1) $1
Ai(to), As(to)

Al (T7 2)7 A2 <T7 2) 52
Abbildung A.1: Einperioden-Binomialbaum und seine Zustinde
Die Zustéinde s; und sy entsprechen einer Aufwirtsbewegung beziehungs-
weise einer Abwértsbewegung der Anlageformen.
Mit der Bildung eines Portfolios P aus den Anlageformen A; und A, in
der Form, dass gilt P = AA; — As. Der eingetretene Zustand am Ende des

Zeitintervalls soll nicht auf den Preis des Portfolio P einwirken, was durch
die nachstehende Gleichung zur Geltung kommt:

/\Al(T, 1) - AQ(T, 1) = /\A1 (T, 2) - AQ(T, 2)

Fiir A\ ergibt sich dann
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Weiterhin ist zu erkennen, dass sich die Risiken der Anlageformen A; und A,
in dem Portfolio P gegenseitig aufheben. Aus der Bedingung der Arbitrage-
freiheit kann nun gefolgert werden, dass P wie die risikolose Anlageform A;
auftritt, also einer risikolosen Verzinsung folgt. Demnach ist das Eintreten
eines der Zusténde s; oder s, unwichtig, denn wird der Wert zum Zeitpunkt
T des Portfolios P mit der risikolosen Rendite diskontiert, so ergibt sich der
Wert des Portfolios P zu Beginn. Es gilt also:

P(to) = (1 +7)"'P(T)1)
=(1+ry) 'P(T,2)

Durch Einsetzen von
P(ty) = M (to) — Aa(to)undP(T, 1) = MNAL (T, 1) — Ax(T, 1)
ergibt sich
A (to) — Az(to) = (L+7) 7 (AAL(T, 1) — Ay(T, 1))
Somit lasst sich feststellen, dass die Werte untereinander bestimmt sind, wie
Aa(te) = M (t) = (147" (VAL(T, 1) — Ao(T' 1))
Analog gilt, wenn der Zustand s, eintritt
As(to) = M (to) — (L +rp) " (AAL(T,2) — Ay(T,2))

Die bisherige Folgerung hat den Ausschluss von Arbitrage aus dem Port-
folio P iiber die ermittelte Gleichung fiir As(ty) zugelassen. Um alle Arbi-
tragemoglichkeiten ausschlieen zu koénnen, wird mit den risikobehafteten
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Anlageformen A; und A; und der risikolosen Anlageform Ay ein Arbitra-
geportfolio P4 konstruiert. Dabei miissen die Renditen in beiden méglichen
Zusténden sq, sy zum Zeitpunkt 7T bei beiden risikobehafteten Anlagefor-
men hoher oder niedriger sein, als die von A;. Da es aber keine Arbitra-
gemoglichkeiten geben soll, muss gelten:

- (Al(T, 1) — Ai(to) Ay(T,2) — Al(to)> _,
A, (to) ’ A (to) f

- <A1(T, 1) — Ai(ty) A(T,2) — Al(t0)> .,
A (to) ’ A (to) !

Wenn bei der Bildung des Minimums > zutreffend ist, so wird die Rendi-
te von Ay mindestens bei Eintritt eines Zustands von der Rendite von A;
iibertroffen. Dadurch ist Arbitrage realisierbar, denn es entsteht kein Verlust
sondern Gewinn, wenn A; iiber eine risikolose Geldaufnahme, wie bei Ay,
finanziert wird.

Wenn bei der Bildung des Maximums < gilt, so unterbietet die Rendite von
Ay die von Ay. Durch den Erlés aus dem Verkauf der risikolosen Anlageform
Ay ist ein Arbitragegewinn erdenklich, denn der Gewinn aus dem Verkauf
von A; besitzt hochstens den gleichen Wert.

Somit begriinden sich die obigen Ungleichungen, um die Arbitragefreiheit
gewihrleisten zu konnen.

Durch Umformungen der Ungleichungen, kann nachstehendes Verhéltnis fest-
gestellt werden:

min (Ay(T, 1), Ay (T, 2)) < (1 + 1) A (to) < max (A, (T, 1), A, (T, 2))

Da es sich bei Zusténden s; beziehungsweise s, um eine Aufwértsbewegung
beziehungsweise um eine Abwértsbewegung handelt, gilt fiir die risikobehaf-
tete Anlageform A;(7,2) < A;(7,1). Die Minimum- und Maximumbildung
kann damit aufgelost werden:

AT, 2) < (1+ ) AL(ty) < Ay(T, 1)

Nur eines der beiden Zustinde kann zum Ende des Zeitintervalls [tq, T ein-
treten. Daher kann gesagt werden, dass die Entwicklung der Anlageform mit
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einer Wahrscheinlichkeit von ¢* den Zustand s; und mit (1 —¢*) den Zustand
s annimmt, fiir ein ¢* mit 0 < ¢* < 1. Daraus folgt:

¢ AT 1) + (1 = q)Au(T, 2) = (1 +1f) As(to)

Durch mehrere Umformungen und Einsetzen der vorgestellten Gleichungen
kann diese Beziehung ebenso fiir die Anlageform A, hergeleitet werden. Dar-
auf soll an dieser Stelle verzichtet und nur die Angabe der Gleichung vorge-
nommen werden

¢ AT, 1) + (1 — q")Ax(T, 2) = (1 + 1) Ax(to)

Das dquivalente Martingalmafl Q* entspricht der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung mit den risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten ¢ und (1 — ¢). Das heift,
unter dem &quivalenten Martingalmafl Q* bezeichnet ¢ die Wahrscheinlich-
keit fir eine Aufwértsbewegung und (1 — ¢) die Wahrscheinlichkeit einer
Abwiartsbewegung des Aktienkurses.

Wird die Gleichung fiir A;(tg) nach ¢* umgestellt, so ergibt sich

. (I 4rp)Ai(te) — Au(T,2)
A (T, 1) — Ay (T, 2)

W—f_d fiir

Die Ahnlichkeit mit der gegebenen Wahrscheinlichkeit ¢ = "
eine Aufwirtsbewegung lasst vermuten, dass das gesuchte Ergebnis erzielt
wurde. In einem letzten Schritt, wird der Ubergang der beiden Gleichungen
von ¢ zu q erldutert.

In ¢* werden die tatséchlichen Werte des Aktienkurses verwendet. Das heif3t,
dass der tatsédchliche Kurs zu Beginn ¢, und die tatsédchlichen Werte der Ak-
tie, falls der Kurs steigt A;(T, 1) und falls der Kurs sinkt A;(7,2) benutzt
werden. In der Formel fiir ¢ sind die prozentualen Werte der Aktienkursent-
wicklung enthalten.

Eine Aufwirtsbewegung bedeutet, dass der Zustand s; eintritt. Der Zuwachs
des Aktienkurses ist dann die Differenz A,(T,1) — A;(to). Anders kann die
Steigerung der Aktienkurses mit (u — 1)% angegeben werden. Also kann der
tatséichliche Wert des Aktienkurses iiber die relative prozentuale Angabe u
ausgedriickt werden. Ebenso verhélt es sich mit dem Eintreten des Zustands
s9. Die relative Abnahme des Aktienkurses betréigt (1—d)%. Die tatséchlichen
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Abnahme der Aktienkursentwicklung wird mit der Differnz A (to) — A1 (7, 2)
dargestellt. Somit kann auch der tatséchliche Wert der Aktie A;(7,2) durch
den relativen Wert d ersetzt werden.

Da es sich nun um relative Angaben handelt, ist es fiir die risikoneutra-
le Wahrscheinlichkeit nicht notwendig, die tatsédchlichen Werte des Akti-
enkurses zu verwenden. Somit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Aufwirtsbewegung der Aktie unter dem dquivalenten Martingalmafl Q* durch

(1—|—7”f)—d

1= u—d

und fiir eine Abwértsbewegung der Aktie

_u—(1+7y)

(1_Q)_ﬁ'

Das Ziel der Herleitung von risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten fiir die Ak-
tienkursentwicklung ist erreicht. Da das dquivalente Martingalmafl die Arbi-
tragefreiheit nach sich zieht, kann nun noch mit Hilfe der bekannten Tatsa-
chen diese fiir das dargebotene System festgestellt werden. Dazu wird nun
wie folgt argumentiert:

Das Arbitrageportfolio Py = acA; + A + vAy muss die Bedingung
aAy(to) + BAs(to) +v=0
erfiillen. Das heifit, es gilt ebenso:
(1 +7f) (@Ai(to) + BA2(to) +7v) =0

Durch Ausklammern wird schnell erkannt, dass die obigen Gleichungen
eingesetzt werden kénnen:
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0=a(gAy(T, 1)+ (1 - q)A(T,2))
+ 6 (¢A2(T, 1) + (1 — ) As(T,2)) + (L + 7)
— q (AT, 1) + BAS(T, 1) + (14 17))
+ (1 - q) (aAL(T,2) + BAo(T,2) + (1 + 7))
= qPA(T,1) + (1 — q)PA(T,2)

Dabei gilt die obige Notation auch fiir Py.

Das Arbitrageportfolio P4 kann fiir beide bis zum Zeitpunkt 7" eingetre-
tenen Zustdnde s; und ss nur nicht negative Werte annehmen. Ebenso
sind die Wahrscheinlichkeiten ¢ und (1 — ¢) positiv. Daher kann die
letzte Gleichung nur gleich null sein, wenn die Werte fiir das Arbitra-
geportfolio in beiden Zustéinden ebenfalls null ist, also

Pu(T,1) = Po(T,2) =0

Das hat zur Folge, dass kein Arbitrageportfolio P4 konstruiert werden kann,
also auch keine Arbitragemdoglichkeit existiert.

120



Anhang B

Beweis der Eigenschaften

In diesem Teil des Anhangs werden die Eigenschaften, die in Kapitel 2. 2. 1
eine grofle Rolle spielen, mittels eines Hilfssatzes bewiesen. Weiterhin wird
dieser Hilfssatz zur Herleitung der Black-Scholes-Formel in 2. 2. 2 verwendet.
Zuvor wird die Definition des Landau-Symbols o(.) benétigt, welches zu an-
genehmeren Ausdriicken bei Grenzwertuntersuchungen fiithren kann.

Definition

f und h seien zwei in der Nidhe von 0 definierte reelle Funktionen in
einer Variablen. Dann kann gesagt werden, f ist o(h(z)), wenn gilt

i 1)
ilirtl)h(x)_o

Hilfssatz

1 und o seien reelle Zahlen, wobei ¢ positiv sei. Dann gelten fiir die
Funktionen f und g mit

121



die Gleichungen

=g+ (= D)ot i)
o) =5+ (2 + D)o+ gi)

wobei die Funktion f; und g o(z?) sind, das heifit es gilt

lim fi(x) — lim g5 (z)
z—0 1’2 x—0 {EQ

=0

1
Insbesondere sind f* und ¢* bei null durch den Funktionswert 3 stetig

ergédnzbar.

Beweis

Der Hilfssatz kann bewiesen werden, in dem die Taylorreihenentwick-
lungen von den Funktionen f und g um den Entwicklungspunkt 0 kon-
struiert wird.

Mit der Taylorreihenentwicklung von f(x) soll begonnen werden. Mit

u(x
dem Entwicklungspunkt o = 0 nimmt f(z) = o) einen Grenzwert
v(z

0
von ,,—“ an. Ein solcher unbestimmter Ausdruck kann durch die An-

wendung der Regel von 1'Hospital abgewendet werden. Danach gilt,

u'(x)

v'(x)

das auch fir

fiir x — 0 konvergent oder bestimmt divergent ist, so trifft

v()

wenn

zu. Dann kann der Ausdruck

) )
o)~ 2 va)

verwendet werden. Es werden also vom Zéahler und vom Nenner im
Grenzwert die Ableitungen gebildet:
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eu:pQ —ox

lim f(z) = lim

z—0 z—0 9% — g9

— €

2 _
2uret* + oe "

= lim
Zl‘—>0 O-eox + O-e—ox
o 1
20 2

Zur Taylorreihenentwicklung fiir f(z) gilt die Formel f*(z) = f(0) +
1 (0)(z) + f{(x). Somit ist der néichste Schritt die Bildung der ersten
Ableitung von f(x) unter der Benutzung der Quotientenregel .

(e7% — e™77) (2ume“x2 + 06"”) - (e“mQ - e*‘”> (0e” + ge™ %)
2

f'(x) =

(eaac _ e—az)

0
Mit f'(x) — 0 ist durch den unbestimmten Ausdruck ,,6“ ersichtlich,

dass die Regel von 1'Hospital gebraucht werden muss. Fiir den Nenner
von f'(z) bedeutet das

/
- 2 —
|:(eaaz_€ O'CC) :| :20_62013_20_6 20x

Mit z — 0 gilt (20 — 20 = 0). Das widerspricht der Bedingung fiir
die Regel von 1'Hospital v'(x) # 0, woraus sich schliefen ldsst, dass die
Regel ein weiteres Mal durchgefiihrt werden muss. Dann gilt fiir den
Nenner:

— / —
[20,62033_20_6 201} :40'2620934—40'26 20x

Mit & — Ohat der Nenner den Wert 802. Die zweifache Anwendung
der Regel von I'Hospital bringt fiir den Zahler mit x — 0 das Ergebnis

1Gilt die Form f(z) = UE:C) dann entspricht die erste Ableitung f'(z) =

v(x)
v(@)u'(z) — u(x)v'(z)

(v(x))?
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4oy — 20°. Zusammengefiigt heiBit das

0_2

4oy — 203
4

_®
8o2 20

Somit hat die Taylorreihenentwicklung von f(z) um den Entwicklungs-
punkt 0 die zu beweisende Form:

) =g+ (= D)ot i)

Der Beweis fiir g(z) kann analog durchgefiihrt werden und liefert das
Ergebnis

Nun koénnen die Eigenschaften fiir den Erwartungswert und die Varianz

e (n(%57)) = e ((557))
= (M—U;) (T — to)
v (0 (57)) = v ((557))

=o* (T —to)

der vorgestellten Folge von Binomialmodellen bewiesen werden.
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Beweis fiir den Erwartungswert
T — to oAt _px © ek
At,u—e und p = f*(VAt), wobei f
die Funktion aus dem voran gegangenen Hilfssatz darstellt. Dann gilt

fiir den Erwartungswert:

TG -

_ (2T—t0p_T—t0) VAL

Zunéchst gilt n =

At At

Mit multiplizieren von (7" — t,) und einsetzen der Funktion f* folgt:

B(1(47)) 27 (v5)

T—t, 4

s

2 (44 (&~ 2) VAL + fi (VAT)) —1

= o
VAL
Durch Vereinfachen und Umformen des Terms und 0(A1) at=p 0 ist

VAL

die Eigenschaft fiir den Erwartungswert bereits bewiesen:

E(ln (@)) B (M_f) L o(a)

T —1o 2

VAL

(oS- (-5

Beweis fiir die Varianz

Fiir die Varianz gilt zu Beginn:

A% (m (@)) = [4p(1 — p)In*u] n
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Werden die gegebenen Werte fiir n, p und u eingesetzt und wird dabei

1
beachtet, dass f*(x)(1 — f*(z)) = i o(x) ist, dann gilt:

() be )] (15)

:a2(T—to)+0<\/E>

und mit o <\/ At) 2700 ist auch die Eigenschaft fiir die Varianz der

Folge von Binomialmodellen bewiesen:

\Y% <1n (@)) =0’ (T —ty)

126



Anhang C

Verteilungen

C.1 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung und folgt dem Bernoulli-
Schema. Dem entspricht ein Zufallsexperiment mit n unabhéngigen Versu-
chen, wobei jeder Versuch zwei Ausgéinge A und A aufweist. Die Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten von A wird mit P(A) = p bezeichnet. Daraus folgt,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A mit der Gegenwahr-
scheinlichkeit P(A) = (1 — p) iibereinstimmt.

Ein bekannteste Beispiel fiir ein solches Zufallsexperiment ist das Urnenmo-
dell mit Zuriicklegen.

Wird eine diskrete Zufallsvariable X betrachtet, so ist X die zufillige Anzahl
fiir das Eintreten von A bei n unabhéngigen Versuchen. Dann ist X binomi-

alverteilt mit den Realisierungen 0, ...,n und den Einzelwahrscheinlichkeiten

n

pi=P(X =i) = ( ; )pi(l —p)" " mit i =0,...,n.

Der Erwartungswert und die Varianz einer binomialverteilten Zufallsvaria-
blen X sind

Somit wird die Binomialverteilung fiir eine Zufallsvariable X mit X ~ B(n,p)
bezeichnet.

Eine Approximation der Binomialverteilung wird im Grenzwertsatz von de
Moivre und Laplace deutlich. Dabei konvergiert die Binomialverteilung mit
n — oo gegen die Normalverteilung.
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C.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung gehort zu den stetigen Verteilungen und ist die wich-
tigste Verteilung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, sowie die Grundvertei-
lung der mathematischen Statistik.

Eine Zufallsvariable X wird als normalverteilt angesehen, wenn X sich aus
der additiven Uberlagerung einer groBen Anzahl von zufilligen Einfliissen
zusammen setzt und jeder dieser Einfliisse nur einen unbedeutenden Beitrag
liefert. X besitzt mit den Realisierungen x € R die folgende Dichtefunktion:

1 _(@—w)?
e 202

fz) =

210

Dabei entspricht der Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung fiir
eine Zufallsvariable X

E(X)=n

Dann wird die Normalverteilung fiir eine Zufallsvariable X mit X ~ N (u, 0?)
bezeichnet.

C.2.1 Standardnormalverteilung

Die Standardnormalverteilung folgt aus der Standardisierung einer Zufalls-
variablen X, welcher der Normalverteilung geniigt. Dabei gilt:
Wenn X ~ N(u,0?) gilt, so ist die standardisierte Zufallsvariable

X —p
g

Y —

~ N(0,1).

Damit ist die Verteilung von X darstellbar mit

= (T58) = (5)

Auf Grund der Symmetrie der Standardnormalverteilung beziiglich p = 0 ist
O(—x)=1—-O(z) Vo e R giltig.
Die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung hat die Gestalt

ba) = —=e%




C.3 Lognormalverteilung

Die Lognormalverteilung ist eine stetige Verteilung und hat ebenfalls als
Grundlage die Normalverteilung. Eine stetige Zufallsvariable X heifit lo-
gnormalverteilt, wenn die Zufallsvariable ¥ = In X normalverteilt ist mit
E(In X) = g und V(In X) = o°.

Die Dichtefunktion einer Lognormalverteilung ist

1 _(na-w?
e 202 flirx >0

fx) =

oV 2rx

Ist z < 0, so nimmt die Dichtefunktion den Funktionswert 0 an.
Der Erwartungswert und die Varianz der Lognormalverteilung ist bestimmt
durch

o2

E(X)=e't7
V(X) — 62H+02 (602 - 1)

Dabei sind 1 und o? Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung von
In X.

Die Lognormalverteilung kann durch das multiplikative Zusammenwirken
vieler Zufallsvariablen erklart werden.
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Anhang D

Abkiirzungsverzeichnis

D.1 Begriffsabkiirzungen

BAFin
DAV
EStG
VVG

Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht
Deutsche Aktuarsvereinigung
Einkommensteuergesetz
Versicherungsvertragsgesetz

Aus der Optionspreistheorie

Basiswert einer Option zum Zeitpunkt k
Basispreis einer Option

Payoff eines Calls zur Falligkeit T’
Payoff eines Puts zur Falligkeit T

Wert eines Calls zum Zeitpunkt ¢,

Wert eines Puts zum Zeitpunkt ¢
stetiger, risikoloser Zinssatz

Anlageform

risikolose Anlageform

Rendite der Anlageform A;

risikolose Rendite der risikolosen Anlageform Ay
Volatilitét

Zeitintervall fiir eine Option
Anzahl der Teilintervalle
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Lange eines Teilintervalls

Aufwéirtsbewegung des Aktienkurses

Abwiartsbewegung des Aktienkurses

Wahrscheinlichkeit einer Aufwértsbewegung
Wahrscheinlichkeit einer Abwértsbewegung

risikoneutrale Wahrscheinlichkeit einer Aufwértsbewegung
risikoneutrale Wahrscheinlichkeit einer Abwértsbewegung
Proportionalitatsfaktor fiir den Erwartungswert von

S(k)

In (T) zur Léange des bisher betrachteten Zeitraums k

k
Proportionalitédtsfaktor fiir die Varianz von In <%) zur

Lénge des bisher betrachteten Zeitraums k
erwartete Rendite

Funktion aus dem Anhang B
Argumente von ® aus der Black-Scholes-Formel

Wert eines Cashbonds nach k Teilperioden aus dem Zeitin-
tervall [to, t]

Spot Rate

Wert eines Zerobonds zur Félligkeit T'

Short Rate

Forward Rate

langfristiges Mittel der Short Rate

Nennwert einer Zinsoption
Kuponzahlungen aus dem Zinsderivat zu den Zeitpunkten c;
Payoft der I-ten Option

Ausiibungszeitpunkte einer Bermuda-Option

Knoten im Trinomialbaum

Wahrscheinlichkeit einer Aufwértsbewegung in der Standard-
verzweigung eines Trinomialbaums

Wahrscheinlichkeit fiir eine gleich bleibende Bewegung in der
Standardverzweigung eines Trinomialbaums
Wahrscheinlichkeit einer Abwértsbewegung in der Standard-
verzweigung eines Trinomialbaums
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D.3 Aus der Versicherungsmathematik

Allgemeine Angaben

S T+ 3 E R

P

Alter der versicherten Person

Endalter

Versicherungsdauer

Beitragszahlungsdauer

Diskontierungsfaktor

n-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-jahrigen
Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jéahrigen

Hohe der Rentenzahlungen einer aufgeschobenen Rentenver-
sicherung im m-ten Jahr mit m=n.n+1,...,w —

Hohe der Kapitalabfindung bei einer aufgeschobenen Renten-
versicherung zum Ende des n-ten Jahres bei Ausiibung des
Kapitalwahlrechts - oder -

Hohe der Erlebensfallleistung einer kapitalbildenden Lebens-
versicherung zum Ende des n-ten Jahres

Hohe der Todesfallleistung einer kapitalbildenden Lebensver-
sicherung im k-ten Jahr mit £ =1,2,....n - oder -

Hohe der Todesfallleistung einer Risikolebensversicherung im
k-ten Jahr mit £ =1,2,...n

Hohe der konstanten Pramienzahlungen {iber ¢ Jahre

Bei Ausiibung einer Option

oSel
dy

mSel
qy

Verdnderung des Vertragsendes um s Jahre innerhalb der
Abruf- oder Aufschuboption

Selektionsfaktoren

Sterbewahrscheinlichkeit eines z-jahrigen ohne Beachtung ei-
ner Selektion

Sterbewahrscheinlichkeit eines z-jahrigen unter Beachtung ei-
ner Selektion

Hohe der Erlebensfallleistung einer kapitalbildenden Le-
bensversicherung mit vorgezogenem Vertragsende n — s bei
Ausiibung der Abrufoption

Hohe der Erlebensfallleistung einer kapitalbildenden Lebens-
versicherung mit aufgeschobenen Vertragsende n + s bei
Ausiibung der Aufschuboption
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Dy, Hohe der Todesfallleistung einer kapitalbildenden Lebensver-
sicherung mit £k = 1,2, ..., n—s bei Ausiibung der Abrufoption
- oder -
Hohe der Todesfallleistung einer kapitalbildenden Lebensver-
sicherung mit k = 1,2, ...,n + s bei Ausiibung der Aufschub-
option

T, Anteil der Erhohung der Erlebensfallleistung bei Ausiibung
einer biometrischen Option einer kapitalbildenden Lebensver-
sicherung

U, Erlebensfallleistung nach Ausiibung einer biometrischen Op-
tion einer kapitalbildenden Lebensversicherung

Ey Anteil der Erhohung der Todesfallleistung bei Ausiibung einer
biometrischen Option einer kapitalbildenden Lebensversiche-
rung oder einer Risikoversicherung

Ny, Todesfallleistung nach Ausiibung einer biometrischen Option
einer kapitalbildenden Lebensversicherung oder einer Risiko-
versicherung

Leistungsbarwerte

n|da Leistungsbarwert einer um n Jahre aufgeschobenen Renten-
versicherung

ln Ay Leistungsbarwert einer Risikolebensversicherung

A - Leistungsbarwert einer kapitalbildenden Lebensversicherung

Kommutationswerte

D, diskontierte Anzahl der Lebenden des Alters x

N, Summe der diskontierten Anzahl der Lebenden des Alters x

Sy doppelte Summe der diskontierten Anzahl der Lebenden des
Alters x

C, diskontierte Anzahl der z-jéhrigen Verstorbenen

M, Summe der diskontierten Anzahl der x-jahrigen Verstorbenen

R, doppelte Summe der diskontierten Anzahl der x-jahrigen Ver-
storbenen
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Optionswerte
KW Rpin
AUFSCHU Bpiy,
KW Riio

NV Giniko

NVGELY
DYstRisik:o

bio

UMTAUSC Hy,

Wert des Kapitalwahlrechts unter dem finanziellen
Aspekt bei einer aufgeschobenen Rentenversicherung
Wert der Aufschuboption unter dem finanziellen
Aspekt bei einer kapitalbildenden Lebensversicherung
Wert des Kapitalwahlrechts unter dem biometrischen
Aspekt bei einer aufgeschobenen Rentenversicherung
Wert der Nachversicherungsgarantie unter objektiven
Ereignissen bei einer Risikolebensversicherung

Wert der Nachversicherungsgarantie unter objektiven
Ereignissen bei einer kapitalbildenden Lebensversiche-
rung

Wert der dynamischen Erhohungen auf die Versiche-
rungsleistungen bei einer Risikolebensversicherung
Wert der Umtauschoption einer Risikolebensversiche-
rung in eine kapitalbildende Lebensversicherung
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