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Referat

Diese Arbeit beschaftigt sich mit der Erstellung eines Verfahrens zur Berechnung des s,¢- Zu-
sammenhangspolynoms mit Weglangenbeschrankung in ungerichteten Netzwerken. Dieses Ver-
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maoglichkeiten vorgestellt.
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lll. Vorwort

Man kann behaupten, dass unsere gesamte moderne Gesellschaft vernetzt ist. Pendler
nutzen das Verkehrsnetz, um als Arbeitnehmer ihre Rolle im Produktionsnetz erfillen
zu kénnen. Facebook-User nutzen das Social Network, um ihre sozialen Kontakte zu
Pflegen.

Computer-, Kommunikations- und andere Netzwerke spielen eine zunehmend gréere
Rolle fir die Arbeit und das Funktionieren von Staaten, Unternehmen und Privatperso-
nen. Oft gilt es, Beschrankungen einzuhalten wie zeitliche Limits, Ressourcenkapazi-
taten oder Entfernungen. Stérungen fiihren dabei oft zu erheblichen Umsatzeinbul3en,
Informations- oder Zeitverlusten. Daher ist man in unserer heutigen Zeit sehr daran in-
teressiert, moglichst ausfallresistente Netzwerke zu gestalten.

So kommen beispielsweise immer wieder Zugverbindungen zum Erliegen, weil die Zi-
ge auf Grund des Wetters (zum Beispiel im Winter) nicht fahren kénnen. Ein anderes
Beispiel liefert das hohe Aufkommen an internetgebundenen multimedialen Mehrzweck-
geraten wie Smartphones oder Tablet-PCs. Die Nutzer haben heutzutage einen hohen
Erwartungsanspruch an die Sicherstellung eines stérungsfreien Internetzuganges. Ein
letztes fiir diese Arbeit relevantes Beispiel liefert die vom Staat angestrebte Einfihrung
von einer Million Elektroautos auf deutschen Stra3en. Auf Grund der heutigen Akkulauf-
zeiten sind ihre Fahrstrecken noch auf 150 km beschrankt. Um den Kauf eines solchen
Autos dennoch attraktiv zu gestalten, muss auf unseren StraBen ein Netz von Ladesta-
tionen derart verteilt sein, dass auch bei einem Stau oder gesperrten StraB3en wenigs-
tens eine solche Station in erreichbarer Nahe liegt. Netzwerke missen also so geplant
werden, dass die Wahrscheinlichkeit fir den Ausfall des Systems oder bestimmter Funk-
tionsmerkmale gering ist.

Traditionellerweise modelliert man Netzwerke als Graphen, indem kommunikationsin-
tensive Punkte wie Personen oder Computer als Knoten angesehen werden und die
Kommunikation zwischen zwei derartigen Punkten als Kanten. Mit Hilfe der Graphen-
theorie ist es mdglich, eine Vielzahl von Antworten auf unterschiedliche Fragen in Bezug
auf die Zuverlassigkeit in Netzwerken zu liefern. Die Graphentheorie ist ein Teilgebiet
der Mathematik, das die Eigenschaften von Graphen und ihre Beziehungen zueinander
untersucht. Seit den 70-er Jahren wurden vor allem firr ungerichtete Netzwerke tiefge-
hende Untersuchungen Uber die Berechnung von Zuverlassigkeitsmafen angestellt.
Das bisher bekannte Berechnungsverfahren des s,¢t-Zusammenhangspolynoms unter
Verwendung einer Baumzerlegung wird in dieser Arbeit aufgegriffen und veréndert. Das
Ziel soll sein, die Beschrankung der Weglédnge des Graphen in das Verfahren zu inte-
grieren. Zu diesem speziellen Fall existiert bisher keine Literatur. Es ist anzunehmen,
dass er entweder noch nicht untersucht wurde, oder dass sich eine Ldsung auf Basis
einer Baumzerlegung als zu ineffizient gestaltete, so dass man der Sache nicht weiter
nachging.

Um eine einheitliche Basis zu schaffen, vermittelt Kapitel 2 die graphentheoretischen



Grundlagen und bietet eine Ubersicht {iber die verschiedenen Zuverlassigkeitsproble-
me und ihrer Komplexitat. AnschlieBend ist in Kapitel 3 das Berechnungsverfahren zur
Ermittlung des Zuverlassigkeitspolynoms vorgestellt. Dazu wird die Baumzerlegung ein-
gefihrt und das Verfahren fir die Anwendung auf den K-terminalen und s,¢-terminalen
Fall erweitert. In Kapitel 4 folgt der Hauptschwerpunkt dieser Arbeit, nach einem kurzen
Einblick in verschiedene Reduktionen des Graphen zur Beschleunigung der Berech-
nung der Zuverlassigkeit. Von anfanglichen Uberlegungen ausgehend, wird beschrie-
ben, wie die Berechnungsmethode des vorherigen Kapitels modifiziert werden kann, so
dass man das wegléangenbeschrankte s,t-Zusammenhangspolynom unter Verwendung
einer Baumzerlegung erhalt. Das letzte Kapitel fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zu-
sammen und bietet zudem einen Ausblick auf die offenen Probleme dieser Methode.
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1 Grundlagen und Problemstellung

Dieses Kapitel dient der Einflhrung der wichtigsten Definitionen der Arbeit.

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1.1 (Graph)

Ein Graph G = (V,E) ist ein geordnetes Paar, bestehend aus einer Knotenmenge
V # 0 (Elemente: Knoten (im engl.: vertices)) und einer Kantenmenge E (Elemente:
Kanten (engl.: edges)), wobei mittels einer Inzidenzfunktion ¢ : E — (‘2/) jeder Kante
e € E zwei Endknoten aus V zugeordnet werden.

Bestehen die Endknoten einer Kante aus demselben Knoten nennt man diese Schlin-
ge. Besitzt der Graph keine Kanten, so bezeichnet man ihn als leer.

Existiert eine Kante e = {v{,v,}, so sagt man, dass die Kante e die Knoten v; und v,
verbindet.

Definition 1.1.2 (Digraph)
Ein Graph G = (V,E) wird gerichteter Graph oder Digraph genannt, wenn die Ele-
mente e, f der Kantenmenge geordnet sind, also

e=(1,2) £ 2, 1)=f.

Gerichtete Kanten werden oftmals auch als Bégen (engl.: arcs) bezeichnet, die Knoten
als Ecken (im engl.: nodes). Man sagt, dass die gerichtete Kante e von 1 nach 2 geht.
Einen ungerichteten Graphen nennt man auch gewéhnlich.

Definition 1.1.3 (Kantengewichteter Graph)
Ein Graph hei3t kantengewichtet (kurz: gewichtet), wenn jeder Kante ein Kantenge-
wicht weight (in diesem Zusammenhang Ldnge) zugeordnet wird:

weight :E - R, :={x€eR:x>0}
Besitzt der Graph keine Kantengewichte, so nennt man ihn ungewichtet.

Ein ungerichteter, ungewichteter Graph ohne Schlingen oder mehrfachen (parallelen)
Kanten zwischen den Knoten wird als schlicht bezeichnet.
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Definition 1.1.4 (Beziehungen zwischen Knoten)
Gegeben ist ein gewbhnlicher Graph G = (V,E). Man sagt, eine Kante e ist mit dem
Knoten v inzident, wenn v einer der Endknoten von e ist.
Der Grad eines Knotens deg(v) (auch Knotengrad genannt) ist die Anzahl der zu v
inzidenten Kanten (Schlingen werden doppelt gezéhit).
Zwei durch eine Kante e verbundene Knoten werden adjazent oder benachbart ge-
nannt.
Die Nachbarschaft N(v) von v im Graphen G bildet die Menge aller zu v adjazenten
Knoten.

N(v)={ueV|{u,v}€E}

Bemerkung 1.1.1
Sei V/ C V, dann sind in der Menge N(V') alle Knoten enthalten, die adjazent zu den
Knoten aus V' sind.

1.2 Einfuhrung des Zusammenhangspolynoms
R,,(G,D)

Nach der Einfihrung der wichtigsten Begriffe soll die Zusammenhangswahrscheinlich-
keit schrittweise definiert werden. Dazu wird der Zusammenhang im Graphen erklart,
der die Verbindung von Knoten im Graphen beschreibt und danach die Wahrscheinlich-
keit eingeflhrt.

Definition 1.2.1 (Weg)
Gegeben sei ein gewdhnlicher Graph G = (V,E). Ein Weg P ist eine alternierende Folge
von Knoten und Kanten

P= (vl,{vl,vz},vz,...,vi,{vi,viH},vi+1,...,vj)

mitv; €V, {vi,viy1} €E i€ {l,...,j— 1}, wobei kein Knoten und keine Kante mehrfach
vorkommt. Dabei werden vy ,v; als Endknoten des Weges bezeichnet.

Bemerkung 1.2.1

Ein Weg in einem schlichten Graphen lasst sich durch eine blo3e Kanten- oder Knoten-
folge eindeutig charakterisieren. Des Weiteren soll das Klrzel s, t-Weg flr einen Weg in
einem Graphen G mit Endknoten s und ¢ stehen.

Ein flr diese Arbeit relevantes Wegmaf3 bildet die Lange:

Definition 1.2.2 (Weglange)
Gegeben sei ein gewbhnlicher Graph G = (V,E). Die Ldnge [(P) eines Weges bezeich-
net die Summe der Kantengewichte in P.
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Der Abstand d(s,t) zweier Knoten s und t im Graphen G beschreibt die Ldnge eines
kirzesten s,t-Weges:

d(s,t) = minpep,, (1 (F;))

Dabei stellt P, die Menge aller s,t-Wege in G dar.

Bemerkung 1.2.2
Der Abstand zweier adjazenter Knoten in einem ungewichteten Graphen betragt 1.

Untersucht werden in dieser Arbeit Wege, die eine vorgegebene Lange nicht Gberschrei-
ten:

Definition 1.2.3 (Weglangenbeschrankung)

Gegeben sei ein gewbhnlicher Graph G = (V,E). Unter der Wegldngenbeschrdankung
D versteht man eine Zahl D € R, die in P;; nur Wege der Lédnge kleiner gleich D
zulédsst. Die so entstandene neue Wegmenge wird mit P;;(D) bezeichnet.

Ist der Graph ungewichtet, so gilt:

DeN,1<D<n-1

Jeder s,t-Weg der Ldnge kleiner gleich D heil3t D-Weg.

Alle nétigen Definitionen wurden angegeben, um den Zusammenhang zu definieren:

Definition 1.2.4 (Zusammenhéangender Graph)

Ein gewéhnlicher Graph G = (V,E) heil3t zusammenhédngend, wenn zwischen je zwei
Knoten ein Weg existiert.

Ein Graph G' = (V',E") mitV' CV und E' C E nennt man Untergraph von G. Maximal
zusammenhdngende Untergraphen des Graphen sind Komponenten.

Nun kénnen Kantenwahrscheinlichkeiten durch eine Erweiterung der Graphendefinition
eingefiihrt werden:

Definition 1.2.5 (Probabilistischer Graph)

Ein probabilistischer Graph G = (V,E,Pr(E)) ist ein Graph mit einer Wahrschein-
lichkeitsfunktion Pr : E — |0, 1], die jeder Kante e eine Wahrscheinlichkeit p, zuordnet
(siehe Abbildung 1.1).

Mit p, bezeichnet man dabei die Intaktheitswahrscheinlichkeit, also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses, dass die Kante e intakt ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Gegenereignisses, die Ausfallwahrschein-
lichkeit, wird mit g, = 1 — p, beschrieben. Dabei fallen die Kanten stochastisch unab-
héngig voneinander aus.
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Abbildung 1.1: Probabilistischer Graph

Definition 1.2.6 (Stichprobenraum)

Gegeben sei ein ungerichteter probabilistischer Graph G = (V,E,Pr(E)). Der Stich-
probenraum Q) bezeichnet die Menge aller Teilmengen der Kantenmenge E (kurz: £
ist die Potenzmenge von E: Q = 2F).

Ein Element H von Q wird Zustand genannt.

Da die Knotenmenge unveréandert erhalten bleibt, stellt Q in Kombination mit V die Men-
ge aller aufspannenden Untergraphen von G dar (Graphen mit G’ = (V,E'E), E' C E).
Analog steht H mit V fir genau einen méglichen Untergraphen von G. Demzufolge wird
ein Zustand als das Ereignis angesehen, dass alle in H befindlichen Kanten von G in-
takt und die restlichen ausgefallen sind.

Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten von H und somit der Wahrscheinlichkeit, dass
ein derartiger Untergraph entsteht, lautet:

Pr(H):HpeHQf

¢cH feH

Zur Vereinfachung legen wir fest, dass alle Kanten dieselbe Wahrscheinlichkeit besit-
zen. Es qilt also p = p., Ve € E. Da p eine Variable ist, bildet Pr(H) das sogenannte
Zustandspolynom.

Definition 1.2.7 (Zusammenhangspolynom)

Die Summe aller Zustandspolynome, deren zugrundeliegender Graph H zusammen-
hdngend ist, bezeichnet man als Zusammenhangspolynom R(G). Besitzen alle Kan-
ten dieselbe Ausfallwahrscheinlichkeit 1 — p, so schreibt man R(G, p). Dies gilt auch fir
alle weiteren Polynome.

Obiges Polynom ist ein Spezialfall des allgemeineren K-terminalen Zusammenhangs-
polynoms R (G, p). Dabei ist K C V eine Knotenteilmenge der Graphenknoten von G
und das Interesse liegt im Zusammenhang der K-Knoten. Es wird jedoch ein anderer
Spezialfall als K =V untersucht: K = {s,7}

Diese Arbeit dient der Erforschung des Zusammenhangs zweier speziell ausgewiese-
ner Knoten s und ¢. Die entsprechende Zuverlassigkeit wird durch das s, t- Zusammen-
hangspolynom R;;(G, p) angegeben (engl.: two-terminal reliability polynom). Analog
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zum oben definierten Zusammenhangspolynom geht es aus den Polynomen derjenigen
Zustande hervor, die zum Zusammenhang von s und ¢ fihren. Demzufolge treten in der
Summe auch Polynome auf, deren Zustadnde den Graphen in mehrere Komponenten
zerfallen lassen. Wichtig ist allein, dass ein Weg zwischen s und ¢ existiert.

Definition 1.2.8 (Zulassiger Zustand)
H hei3t zuldssig, wenn der durch H entstandene Untergraph von G einen D-Weg ent-
hélt. Die Menge aller zulédssigen Zustande bildet

OP/(E)={H € Q: H ist zulissig}.

Die Menge aller nicht zuldssigen Zustande bildet

5€t (E)={H € Q: H ist nicht zuldssig}.

Ein zuldssiger Zustand wird Minimalweg genannt, wenn H — {e;} & OP,(E), Ve; € H.
Damit enthélt H bei Entfernung einer beliebigen Kante keinen D-Weg mehr und ist kein
zuldssiger Zustand.

Eine weitere Einschrankung ergibt sich aus der Weglangenbeschrankung D. Durch sie
werden alle Zustandspolynome aus der Summe des s,t-Zusammenhangspolynoms ent-
fernt, deren Graphen keinen D-Weg enthalten:

Definition 1.2.9 (Zusammenhangspolynom DC2RP)

Die Summe aller Zustandspolynome, mit zum s,t-Zusammenhang fliihrenden zulédssi-
gen Zustdnden, nennt man wegldngenbeschréanktes s,t-Zusammenhangspolynom
R (G, p,D) (engl.: diameter constrained two-terminal reliability polynom, kurz DC2RP).
Die damit verbundene Wahrscheinlichkeit bezeichnet man auch als wegldangenbe-
schrénkte s, t-Zuverladssigkeit (engl.: diameter constrained two-terminal-reliability).

Es gilt:
Rs:(G,D) =Pr<0§),t(E)) = Y IlIrIla (1.1)
HeOP (E)eeH  f¢H
bzw.
Ry/(G,p.D) =Pr<0§?t(E)> = Y pllglvi=iH (1.2)
HeOP,(E)

Sowohl (1.1) als auch (1.2) lassen sich (ber das Gegenereignis, die unzuldssigen Zu-
stdnde, beschreiben. Auf Grund der Trivialitdt geben wir nur die Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses fir (1.2) an:

HeOL, (E)¢<H
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Bemerkung 1.2.3

Den Begriff Zuverlassigkeit gebrauchen wir in dieser Arbeit oft als Synonym flr das Zu-
sammenhangspolynom. Da der Kontext klar ist, werden zumeist ,weglangenbeschrankt*
und s, weggelassen.

Damit ist das DC2RP als gesuchte Zuverlassigkeit definiert.

1.3 Komplexitat

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit der Komplexitat des DC2RP. Dazu werden nach-
folgend die von Cancela und Petingi ([Can01], [Can03]) gefundenen Beweise verwen-
det.

Satz 1.3.1 (Cancela, Petingi)
Die Probleme der Berechnungen der Zuverlassigkeiten Rk (G,D), Ry (G,D) undR; (G, D)
sind NP-schwer.

Es muss jedoch gesagt werden, dass das Problem des DC2RP nur bei festem D > 2
NP-schwer ist.

1.3.1 D=1

Bei diesem trivialen Fall sind die einzigen Wege, die die erlaubte Lange von 1 nicht tber-
schreiten, die k Kanten (k € N), die zur Adjazenz von s und ¢ fiihren. Die Wahrscheinlich-
keit, dass mindestens eine dieser Kanten intakt ist, wird durch die Wahrscheinlichkeit
des Gegenereignisses beschrieben, dass alle Kanten ausfallen. Es gilt also:

Rs,t(G7p71):1_ H qe
eGPS_’,(l)

Besitzen alle k Kanten die gleiche Wahrscheinlichkeit p, so ist

RSJ(Gapa 1) =1 _qk

132 D=2

Durch die Weglangenbeschrankung D = 2 enthalt P ,(2) neben den Wegen des vorhe-
rigen Spezialfalles zusétzlich alle aus zwei Kanten bestehenden Wege. Diese zeichnen
sich dadurch aus, dass s und ¢ zu jeweils einer Kante inzident sind und es einen Knoten
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i € V gibt, der zu beiden Kanten inzident ist. Damit gilt:

Py(2) = {{s,t}} U {{s,i}, (i e V\Ist) ;s {s,id it} € E}

Um das DC2RP zu berechnen, verwendet man die Methode der disjunkten Produkte.
Zur Vereinfachung werden parallele Kanten zu einer einzigen Kante reduziert (siehe
dazu Kapitel 3.1.3). Zudem wird angenommen, dass zwischen je zwei Knoten i, j €
V eine Kante {i,j} € E existiert. Sollte es diese Kante nicht geben, so wird sie mit
Wahrscheinlichkeit 0 eingeflhrt. Wir erhalten einen Graphen mit dem Aussehen wie in

Abbildung 1.2.

Abbildung 1.2: Zulassiger Graph fir D = 2, [Can03]

Definition 1.3.1 (Wegwahrscheinlichkeit)

Gegeben sei ein ungerichteter probabilistischer Graph G = (V,E,Pr(E)) mit ausge-
zeichneten Knoten s und t. Die Wegwahrscheinlichkeit Pr (E (P)) ist die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses, dass alle Kanten, die den D-Weg P € P;;(D) in G bilden, intakt
sind:

Pr(E(P)) =[] pe

ecP

Als nachstes bestimmt man die Wege in PS7,(2) und gibt ihnen laut Cancela und Petingi
durch willklrliche Verteilung von Indizes eine Ordnung. Man sagt, dass P; < P>, wenn
P, vor P, kommt. Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer dieser Wege intakt ist,
lautet:
R(G.2)=pPr( | E®))
PPy, (2)

Das Ereignis, dass speziell P; intakt ist, wird als das Ereignis dargestellt, dass alle vor-
herigen Wege ausgefallen sind und P; intakt ist:

RSJ(G,Z):Pr( U (E(Pi)ﬂ( U E(Pj))>)

PePy(2) Pj<P,

wobei E (P;) das Gegenereignis zu E(P;) darstellt.
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Es ist leicht einzusehen, dass die Ereignisse E(P;) N (Upj<Pi E(Pj)> disjunkt sind, da
die Kanten stochastisch unabhéangig ausfallen.

R(G2)= Y Pr(E(B-)ﬂ( N TPA))

FEPy,(2) Pi<h

Da es weiterhin keine Kanten gibt, die zwischen den Pfaden wiederholt auftreten, sind
auch die Ereignisse, die in jedem Summanden auftauchen, unabhéngig:

Ry (G2)= Y Pr(E(P,-)) HPr<TPj)>

PEP(2) Pj<h

Jedes Ereignis E(P;) ist der Durchschnitt der unabhéngigen Ereignisse (beide Kanten
sind intakt). Damit kann man die Terme Pr(E(B)) durch die Wahrscheinlichkeit erset-
zen, dass beide Kanten intakt sind:

R(G2)=pin+U—puy) Y., pearin 11 (L—pruppgn)

ieV\{s,} Jj<i, jeV\{s,t}

Der erste Summand und der erste Faktor des darauf folgenden Produktes sind die
Wahrscheinlichkeiten, dass die Kante zwischen s und ¢ intakt bzw. nicht intakt ist. Bei
den Indizes wurde auf Knoten gewechselt, denn diese Darstellung der Kanten erscheint
im Sinne der Nachvollziehbarkeit angebrachter.

Da lediglich alle Kantenwahrscheinlichkeiten eingesetzt werden missen, liegt die Lauf-
zeit der Berechnung in O(m).

Angenommen alle Kanten besitzen dieselbe Intaktheitswahrscheinlichkeit p, so 1&sst
sich die Formel wie folgt schreiben ([Can03]):

h-1 .
R:(G,p2) = p+(1=p) Y, p* J] (-P)=p+(1-pp*Y (1-p*)
ieV\{st}  j<i, jeV\{st} j=0
_ _ 21—(1—P2)h_ 1 _\h
= p+(l-p)p o) =1—-(1-p)(1-p°) (1.3)

wobei nur die Knoten 1, ..., h betrachtet werden, die auf einem Weg der Lange 2 liegen.

Damit wurden die Félle betrachtet, die seitens der Weglangenbeschrankung zu einer
polynomialen Laufzeit in der Berechnung flhren.
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1.33 D>3

Satz 1.3.2 (Cancela, Petingi)
Das Problem der Berechnung der Zuverldssigkeit R, ;(G,D) mit festem D > 3 ist NP-
schwer ([Can01], [Can03)).

Far den Beweis seien folgende Definitionen gegeben:

Definition 1.3.2 (Knotenlberdeckende Menge)

Gegeben sei ein ungerichteter, probabilistischer, bipartiter Graph G = (V,E, Pr(E)) mit
ausgezeichneten Knoten s und t. Seien X und Y Klassen der Bipartition von V. Eine
knoteniiberdeckende Menge ist eine Knotenmenge

C=CxUCy

mitCxy C X und Cy CY, so dass jede Kante von E mindestens einen Endknoten in C
besitzt.

Definition 1.3.3 (Anzahl der Fehlerzustande)

Gegeben sei ein ungerichteter, probabilistischer, bipartiter Graph G = (V,E ,Pr(E )) mit
ausgezeichneten Knoten s und t und einer Wegldngenbeschrédnkung D. Sei G’ ein Un-
tergraph von G und P ein D-Weg in G'.

Dann ist F;(G',{s,t},D) die Anzahl der Fehlerzustéinde von G' mit |E|+ |E(P)|+i
Kanten.

Beweis:

Cancela und Petingi haben in [Can04] gezeigt, dass die Bestimmung der verschiede-
nen Zustande eines ungerichteten Graphen mit Terminalknoten s und ¢ und festem Pa-
rameter D > 3 in polynomialer Zeit Turing-reduzierbar auf die Bestimmung der Zahl der
Knotenlberdeckungen eines bipartiten Graphen ist. In diesem Beweis wird sich darauf
gestltzt, dass Provan und Ball bereits 1983 die #P-Vollstandigkeit des Knoteniberde-
ckungsproblems gezeigt haben ([Bal83]). Damit ware die Bestimmung der Anzahl der
Zustande #P-vollstdndig und die Berechnung der DC2R wegen der Ermittlung dieser
Zustande NP-schwer.

Fir den Beweis wird ein probabilistischer Graph G' = (V/.E',P(E'))

(siehe Abbildung 1.3) konstruiert:

SeiD=3+dundsei P=(V (P),E (P)) ein Weg Uber d+ 1 Knoten (V(P) = {s,s1,...,54}
und E(P) ={(s,s1),(s1,52),.--,(S4—1,54) })- Im Falle d = 0 besteht der Weg P aus einem

einzigen Knoten s.

Man konstruiert den probabilistischen Graphen G' = (V' E’, P(E")) aus G, indem der

Weg P und der Knoten ¢ mit G verbunden werden:

Die Knotenmenge V' bestehe aus V, V(P) und . Die Kantenmenge E’ bestehe aus
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E, E(P) und den folgenden Kantenmengen

Ey = {(s4,x) : x € X} (die verbindenden Kanten vom letzten Knoten des Weges P mit
den Knoten der Bipartitionsklasse X) und

E, = {(t,y) : y € Y} (die verbindenden Kanten der anderen Bipartitionsklasse ¥ mit )
(siehe Abbildung 1.3).

Es gelte: (p. = 1le € EVe € E(P)) ansonsten sei p, = %

Abbildung 1.3: Probabilistischer Graph, [Can04]

Da D konstant, ist diese Transformation polynomial in der GréBe der Eingabe des bipar-
titen Graphen. Damit ist der Schritt der Konstruktion beendet.

Um es noch einmal zusammenzufassen:

Ein Zustand H von G’ besteht aus:

e dem bipartiten Graphen G

e dem Weg P

e dem Knoten s; aus P und eventuellen Kanten zu Knoten aus X
e dem Knoten ¢ und eventuellen Kanten zu Knoten aus Y

Der n&chste Schritt widmet sich der Erstellung einer Bijektion Z: W — 52, (E') aus der
Menge der Knotenlberdeckungen W des bipartiten Graphen in die Fehlerzustande von
G-

Esseiw=(SUT) e W (SCX,T CY) eine Knoteniiberdeckung des bipartiten Graphen
G. Dann wird mit

Z(w) = (V,EUE(P)U{(sq,x) :x€X =S}U{(r,y) :y€Y —T}) (1.4)

ein Ausfallzustand von G’ dadurch erzeugt, dass Ex und Ey nur Kanten enthalten, die
zu keinem Knoten aus ® inzident sind (siehe Abbildung 1.4). Es soll gezeigt werden,
dass dies eine Bijektion ist:

Sei w = (SUT) eine Knotenliberdeckung des bipartiten Graphen G. Wir nehmen an,
dassx€ X —SundyeY —T.Damitist (x,y) keine Kante in Z(w), ansonsten wére sie
nicht durch @ abgedeckt. Folglich existieren keine D-Wege in Z(w).
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Abbildung 1.4: Ausfallzustand, [Can04]

Zum Verstandnis: D = d + 3. Zuerst muss P durchlaufen werden, was eine Lange von d
bendtigt. Danach steht noch eine Lange von 3 zur Verfigung: Eine Kante aus Ex, um X
zu erreichen, eine, um von X nach Y zu gelangen und eine aus Ey, um von Y aus ¢ zu
erreichen. Es besteht jedoch folgendes Problem: Die Kanten aus Ex und Ey gehdren
zu Knoten aus X — S bzw. Y — T, die nicht in der Knoteniberdeckung @ enthalten und
deshalb Uber keine Kante verbunden sind. Folglich kann kein D-Weg existieren. Aus
diesem Grunde ist Z(w) ein Fehlerzustand von G'.

Zur Eineindeutigkeit von (1.4) fehlt der Nachweis, dass aus einem Fehlerzustand eine
Knotenliberdeckung konstruierbar ist. Sei dazu H ein Zustand wie oben beschrieben.
Wenn H ein Fehlerzustand ist, missen die zu s; und ¢t adjazenten Knoten aus X und
Y eine unabhangige Menge bilden (ansonsten waren wenigstens zwei Knoten aus X
und Y adjazent und es gabe einen D-Weg). Daher bilden die verbleibenden Knoten des
bipartiten Graphen G eine Knoteniiberdeckung. Diese Uberlegung entspricht Z~!(H).
Wir erinnern uns an die Darstellung des DC2RP (ber die Fehlerzustande (1.1):

RsJ(GvD):l_ Z HpeHQf

Heol, gy [¢H

Eingesetzt in die DC2RP-Darstellung der obigen Kantenwahrscheinlichkeiten erhélt man:

X|=]Y| NG 71\ XY= I
R;(G\D) = 1— Y F(G {s¢1},D) (§> (§> (1)[EI+E®)
i=0

X[+
F(G',{s,1},D)
_ =0

21X[+[Y]

Mit Z ist Y F;(G’, {s,t},D) gleich der Anzahl der Knotenliberdeckungen des bipartiten
Graphen G. Damit folgt die Behauptung.
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Das in dieser Arbeit anzuwendende Verfahren zur Berechnung des Wahrscheinlichkeits-
polynoms basiert auf der Verwendung einer Baumzerlegung des Graphen. Das benutz-
te Prinzip beruht darauf, sich mdgliche baumartige Strukturen des Graphen zu Nutze
zu machen. Denn viele Probleme auf Graphen werden leichter, wenn der untersuchte
Graph ein Baum ist.

Definition 1.3.4 (Baum)
Ein kreisfreier, zusammenhé&ngender, nicht leerer Graph ist ein Baum.

Beispielsweise ist das Problem der Berechnung des DC2RP NP-schwer fur D > 3. Bei
einem Baum hingegen ist die Lésung in polynomialer Zeit berechenbar. Dazu missen
lediglich alle Kanten auf dem einzigen Weg von s nach ¢ intakt sein. Mit der Menge
s,t — P der Kanten dieses s,t-Weges lautet das Wahrscheinlichkeitspolynom dement-
sprechend p!F(P)l (siehe dazu Abbildung 1.5).

Abbildung 1.5: Ry, (Baum,4,p) = p*

Eine Baumzerlegung stellt den Graphen in einer baumartigen Form dar, mit der eine Zu-
verlassigkeitsberechnung ohne Weglangenbeschrankung in polynomialer Zeit méglich
ist ((Gal05], [Luc96], [Luc97]), allerdings nur flir Graphen mit beschrankter Baumweite.
Es ist folglich von Interesse, ob die Polynomialitat auch fir Weglangenbeschrankung
erhalten bleibt. In dieser Arbeit wird versucht, eine Methode zu finden, welche die Be-
schréankung D und das Berechnungsverfahren mittels Baumzerlegung vereint.
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2 Baumzerlegung

2.1 Einfahrung

Wie bereits angesprochen, existieren viele NP-schwere Graphenprobleme. Unter an-
derem auch die Berechnung der Zuverlassigkeit in probabilistischen Graphen, sei es
nun fir den K-terminalen, all-terminalen oder s,¢-terminalen Zusammenhang (|Col87],
[Bal80]). Seit den 70-ern des vergangenen Jahrhunderts wird nach Mdglichkeiten fir
eine effiziente Berechnung geforscht. Das Problem der Berechnung ist, wie im letz-
ten Abschnitt gezeigt, NP-schwer und die Laufzeit wéachst exponentiell bei gréBer wer-
dender Anzahl von fehleranfalligen Komponenten wie Kanten oder Knoten. Lediglich
bei einigen speziellen Graphenklassen existieren Lésungsalgorithmen mit polynomialer
Laufzeit ([Hag83]). Das Problem besteht also fiir die meisten Klassen von Methoden.
Wie wir spater in diesem Abschnitt noch sehen werden, kann die Verwendung einer
Baumzerlegung hierin eine Ausnahme bilden. Denn Baume sind eine Graphenklasse,
bei denen Berechnungen zur Zusammenhangswahrscheinlichkeit einfach werden kon-
nen, da es fur sie polynomiale Algorithmen gibt.

Ein kurzes Beispiel: Gegeben sei ein Baum G = (V,E). Ist beispielsweise die K -
terminale Zuverlassigkeit zu ermitteln, so muss auf Grund der Baumstruktur ein Teil-
baum T existieren, der alle K-Knoten beinhaltet und dessen Blatter allesamt K-Knoten
sind (siehe Abbildung 2.1). Sei E(T) die Kantenmenge von T. So ist der Zusammen-
hang nur gewéhrleistet, wenn alle diese Kanten intakt sind. Das Zusammenhangspoly-
nom lautet demzufolge: p!E(T).

Der Teilbaum entsteht, indem alle Blatter (Knoten mit Knotengrad 1) gesucht und ent-
fernt werden, die keine K-Knoten sind. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis
keine Blatter mehr entfernt werden kdnnen.

Es ist leicht einzusehen, dass sowohl die Suche nach dem Teilbaum, als auch die Be-
rechnung des Polynoms polynomial in der Gr6Be des Graphen sind.

Abbildung 2.1: Baum mit Teilbaum T (rot) und K-Knoten g, s,¢,v
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Far einen allgemeinen Graphen gilt dies jedoch nicht. Eine Baumzerlegung aber basiert
auf den baumartigen Strukturen des Graphen. Sei beispielsweise ein Graph gegeben,
der aus einem vollstandigen Graph und zwei daran hédngenden Leitergraphen besteht
(siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: Vollstandiger Graph (blau) mit zwei Leitergraphen (rot)

So wirde der vollstandige Graph in der Baumzerlegung einen Knoten darstellen, von
dem aus zwei Aste, die Leitergraphen, abgehen (siehe Abbildung 2.3). Fiir einen sol-
chen Graphen kdnnte man nun leicht den Zusammenhang ermitteln, indem die Zuver-
lassigkeit der Aste, des Verbindungsknotens und ihre gegenseitige Abhéngigkeit be-
rechnet wird.

Abbildung 2.3: Baumstruktur der Abbildung 2.2
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Um eine solche Baumzerlegung aufzustellen, werden die von Robertson und Seymour
eingefiihrten Definitionen ([Rob83], [Rob86]) verwendet:

Definition 2.1.1 (Baumzerlegung)

Die Baumzerlegung eines Graphen G = (V,E) ist ein Paar (T,¢) mit einem Baum
T = (W, F) und einer Abbildung ¢ : W + 2V, die jedem Baumknotenw € W von T eine
Graphenknotenteilmenge X,, € 2V von G derart zuordnet, dass:

1. UWEW (])(W) =V
2 {uyv}eE=3weW {uv}Cow)
3. Wennv € W auf dem Weg zwischen u undw in T liegt, gilt: ¢ (u) "¢ (w) C §(v)

Wobei ¢ (w) = X,, zu setzen ist.

Abbildung 2.4: Beispiel fir einen Graphen und seine Baumzerlegung

Die erste Bedingung besagt, dass alle Knoten aus V in den Baumknoten vorhanden
sein mussen. Mit der Zweiten wird abgesichert, dass es fir jede Kante aus E mindes-
tens einen Baumknoten gibt, der beide Endknoten der Kante enthalt. Die Dritte |1&sst
sich folgendermaf3en interpretieren: Alle Baumknoten, die den Graphenknoten v ent-
halten, missen zusammenhangend sein.

Die Wegzerlegung ist ein Spezialfall der Baumzerlegung; sie liegt vor, wenn T ein Weg
ist. Des Weiteren werden die Ublichen Namen der Baumknoten Gbernommen:
Baumknoten mit Knotengrad 1 hei3en Blatter. Verzweigungsknoten nennt man Join-
knoten (kurz: Joins).

Mit der Weite wird eine wichtige Indikatorvariable eingefuhrt:

Definition 2.1.2 (Weite einer Baumzerlegung (bzw. Wegzerlegung))
Die Weite einer Baumzerlegung (bzw. Wegzerlegung) ist

max{|¢p(w)| :weW}—1

Die Baumweite (Wegweite) tw(G) von G ist die kleinste Weite aller Baumzerlegungen
(bzw. Wegzerlegungen) von G.
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In dieser Arbeit wird mit schénen Baumzerlegungen gearbeitet (sieche Abbildung 2.5).
Eine solche liegt vor, wenn sich die Mengen X zweier benachbarter Baumknoten in
maximal einem Element unterscheiden und die Blatter die Machtigkeit 1 besitzen (fur
diese Arbeit sollen die Blatter nur die leere Menge enthalten) ([Bod98]).

Abbildung 2.5: Erweiterung von Abbildung 2.4 zur schénen Baumzerlegung

2.1.1 Anordnung der Baumzerlegung

Um ein besseres Handling zu ermdglichen, muss zu Beginn der Baum als Wurzelbaum
angeordnet werden. Dazu wird ein beliebiges Blatt als Wurzel gewéhlt und die Ent-
fernung 0 zugewiesen. AnschlieBend werden die restlichen Knoten inrem Abstand von
der Wurzel entsprechend angeordnet (optische Umsetzung: siehe Abbildung 2.1.1). Be-
trachtet man sich einen Knoten v im Baum, so heif3en alle hdherliegenden Knoten auf
dem Weg zur Wurzel Vorganger oder Vorfahren, die tieferliegenden Knoten mit v als
Wurzel Nachfolger. Einen benachbarten Vorfahren nennt man Vater oder Elternkno-
ten, benachbarte Nachfahren Kind bzw. Kinder (siehe Abbildung 2.6).

Wurzel

Vater von Xx

Kind von y

Abbildung 2.6: Darstellung von Wurzel, Vater und Kind

Um ein besseres Umfeld fir die Auswertung zu erhalten, kann der Baum der Zerlegung
zu einem Binarbaum (einem Wurzelbaum dessen Knoten jeweils maximal zwei Kinder
besitzen) modifiziert werden (siehe Abbildung 2.7):

Angenommen, die Zerlegung besitzt einen Joinknoten v mit Knotengrad deg(v) = x,
x € N, x > 3. Dann dupliziere man v genau x — 3-mal. Die Duplikate werden als Ast
an das Original angehangt. Als nachstes wird fir jedes im Ast enthaltene Duplikat ein
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beliebiger Nachbarknoten von v (auBBer dem Duplikat) ab- und an ein Duplikat ange-
hangt. Damit erhéht sich der Knotengrad jedes Duplikats von zwei auf drei. AuBBer
bei dem Duplikat, welches das Blatt bildet. Fiir dieses muss ein zusatzlicher Nach-
bar von v ab- und an das Blatt angehéngt werden. Jedes Duplikat, einschlieBlich des
Astes, besitzt nun Knotengrad drei. v verliert dementsprechend x — 3 + 1 Nachbarn, ge-
winnt jedoch mit dem Ast 41 Nachbarn hinzu. Damit ergibt sich fir den Knotengrad
deg(v) =x— (x—3+1)+ 1= 3. Damit fihrt die Umverkettung zum gewinschten Er-
gebnis.

Dieses Vorgehen wird nun fir alle Joinknoten w € W mit deg(w) > 3 durchgefihrt. Es
ist leicht einzusehen, dass die Umformung eine lineare Laufzeit in Anspruch nimmt, da
die Anzahl der Baumknoten den Knotengrad und damit die Anzahl der zu erzeugenden
Duplikate beschrank.

Abbildung 2.7: Entwicklung eines Bindrbaumes

2.2 Die Verwendung einer Baumzerlegung

Weiterhin ist zu erlautern, wie die Baumzerlegung bei der Berechnung der Zuverlas-
sigkeit helfen soll. Wie bereits gesagt, bildet eine solche Zerlegung eine andere Art
der Darstellung eines Graphen. Die Knoten sind ebenso vollstédndig enthalten wie die
Kanten. Um den Zusammenhang zu berechnen, kénnen die Elemente des Graphen
nacheinander untersucht werden.

Gesucht ist ein geeignetes Vorgehen zur Auswertung der Zerlegung. Nachfolgend wer-
den die verschiedenen Methoden beschrieben. Ausgehend vom Standardverfahren fir
den all-terminalen Zusammenhang werden die Modifikationen fur die K-terminale und
die s,z-terminale Zuverlassigkeit erlautert.

2.2.1 Beschreibung der Arbeitsweise mit Baumzerlegung

Die Arbeitsweise mit einer Baumzerlegung besteht in der giinstigen Anwendung von
separierenden Knotenmengen. Diese werden durch die Graphenknotenteilmengen der
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Baumknoten dargestellt:

Definition 2.2.1 (Separierende Knotenmenge)
Seien G' = (V!,E") und G* = (V2 E?) Untergraphen von G = (V,E). Effiillen sie fol-
gende Bedingungen:

vinvi=U+#0
viuvzi=v
E'NE?>=0
E'UE’=E

dann nennt man die Knotenmenge U separierende Knotenmenge von G.

Bemerkung 2.2.1

Durch die Baumzerlegungen erzeugt man mehrere separierende Knotenmengen, die
wahrend des unten beschriebenen Voranschreitens in der Zerlegung mittels Hinzufu-
gen oder Entfernen von Knoten verschoben werden. Eine solche sich verschiebende
separierende Knotenmenge soll als Front bezeichnet sein. Denn die Menge stellt die
Trennlinie zwischen bereits bearbeiteten Knoten und unbearbeiteten Knoten, entspre-
chend zweier Gebiete, dar (siehe Abbildung 2.8).

Abbildung 2.8: Orange: bereits deaktiviert; Rot: aktive Menge (Front); Blau: unbearbeitet

Da die Baumzerlegung eine Ordnung der Knoten Uber die Entfernung zur Wurzel be-
sitzt, kann man das sogenannte Bottom-Up-Verfahren verwenden ([Bod97]). Wie der
Name bereits sagt, arbeiten wir uns bei diesem Verfahren von unten nach oben durch
die Baumzerlegung und gewinnen dabei Informationen (in diesem Fall Giber den Zusam-
menhang). Das Durcharbeiten erfolgt, ebenso wie die Informationsweitergabe, Knoten
fr Knoten, Ast flr Ast bis nach oben zur Wurzel. Begonnen wird bei den Blattern. Méch-
te man aus einem Knoten v der Zerlegung Informationen gewinnen, so werden zuerst
alle Informationen des Teilbaums benétigt, dessen Wurzel v bildet. Die Joinknoten neh-
men dabei eine bedeutende Stellung ein. Da sie zwei Kinder besitzen, vereinen die
Joinknoten die Informationen zweier Teilbaume.
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Bemerkung 2.2.2

Der Weg in einer Baumzerlegung zwischen zwei Joinknoten, zwei Blattern oder einem
Blatt und einem Joinknoten bildet eine Wegzerlegung fir den Untergraphen, der aus
den Graphenknoten der betreffenden Baumknoten und allen Kanten zwischen ihnen
besteht.

Ein speicherglinstiges Verfahren fir Bottom-Up liefert dabei folgendes Vorgehen:

Algorithm 1 Bottom-Up-Algorithmus

bottom-up(Baumzerlegung, Wurzel):

if Wegzerlegung liegt vor then
Beginne bei dem einzigen Blatt neben der Wurzel und bearbeite den Weg vom Blatt
zur Wurzel
return Wurzelinformation

else
Rucke vor zum n&chsttieferen Join A
Bilde Informationen des linken Teilbaums: bottom-up(linker Teilbaum, Join A)
Bilde Informationen des rechten Teilbaums: bottom-up(rechter Teilbaum, Join A)
Vereinige die Informationen der beiden TeilbAume im Join A
Bearbeite den Weg von Join A zur Wurzel
return Wurzelinformation

end if

Durch diesen Algorithmus entspricht die Anzahl der zu speichernden Informationen der
Tiefe des tiefsten Blattes im Baum +1; denn in allen Joinknoten entlang des Weges vom
Blatt zur Wurzel (und der Wurzel selbst) kénnen schon Informationen genau eines Teil-
baums sein. Das Blatt enthalt dann eine weitere weiterzugebende Information.

Es bleibt zu klaren, wie die Informationen erzeugt und gespeichert werden.

Wichtig ist hierbei der Vergleich zweier benachbarter Baumknoten (,Kind“ und ,Vater®).
Genauer gesagt, werden ihre Graphenknotenteilmengen Xking und Xvater vVerglichen.
Dabei kdnnen auf Grund der vorausgesetzten schénen Baumzerlegung nur drei mogli-
che Ereignisse eintreten:

Xvater €nthalt einen Graphenknoten mehr/weniger als Xking 0oder Xvater = XKind-

Im letzteren Fall wird die Information lediglich vom Kind auf den Vater Ubertragen. In
den anderen beiden Fallen aber wird die Front der separierenden Knotenmenge durch
die Erweiterung/Entfernung von Knoten verschoben. Jeder Ast beginnt dabei an einer
anderen Stelle des Graphen und die dabei untersuchten Knoten nebst Kanten bilden
Teilgraphen. In dieser Arbeit ist ein Teilgraph ein Untergraph von G’, der aus den Kno-
ten und Kanten besteht, die wahrend des Durchlaufens der Baumzerlegung betrachtet
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werden. Im Joinknoten Uiberlagern sich zwei derartige Graphen G/ und G, so dass die
Fronten verschmelzen und aus zwei Teilgraphen einer wird.

Mit jedem neuen Knoten wird der entsprechende Teilgraph derart erweitert, dass die im
Originalgraphen existierenden Kanten zwischen alter Front und neuem Knoten auch im
Teilgraphen vorhanden sind.

2.2.2 Partitionen als Informationsspeicher

Noch nicht geklart wurde, wie man das Zuverlassigkeitspolynom erzeugt. Da ein proba-
bilistischer Graph mit der Baumzerlegung dargestellt wird, bedarf es einer Speicherform,
die Aussagen Uber die verschiedenen Zustédnde der Kanten, des Zusammenhangs des
Graphen oder der Teilgraphen und der jeweiligen Wahrscheinlichkeit liefert.

Eine solche Form lieferten beispielsweise Lucet, u.a. in [Luc96], [Luc97] mit der Idee,
den bis zur aktuellen Front erzeugten Zusammenhang in Partitionen festzuhalten.
Konkret besagt die |dee Folgendes: Gespeichert werden Aussagen zur Front. Durch
Ausfall oder Intaktheit jeder neuen Kante kénnen alle méglichen Zustéande eines Teil-
graphen generiert werden. Hierbei ist nur der Zusammenhang der aktuellen Front von
Interesse. Darum kdénnen alle diejenigen Zustédnde nebst ihren Eintrittswahrscheinlich-
keiten zusammengefasst werden, die zum Zusammenhang derselben Frontknoten fih-
ren. Zur Darstellung dieses Zusammenhangs dienen Partitionen, die aus der Menge
aller Frontknoten gebildet werden.

Bei einem Zustand des Teilgraphen liegen zwei Frontknoten dann und nur dann in einem
Block, wenn sie durch einen Weg aus intakten Kanten verbunden sind. Die Wahrschein-
lichkeiten aller Zustande, die zu ein und derselben Partition fihren, werden addiert und
die Zustande somit zusammengefasst. Dabei ist zu beachten, dass ein Teilgraph mehre-
re unterschiedliche Zustadnde und damit mehrere unterschiedliche Partitionen besitzen
kann. Die maximale Anzahl B,, von Partitionen einer n-elementigen Menge ist die Bell-
zahl (siehe Kapitel 2.5).

2.2.3 Formulierung der vier Grundschritte

Wie oben bereits beschrieben, werden zur Untersuchung der Baumzerlegung vier rele-
vante Grundschritte angewandt:

1. Hinzufigen eines Knotens (Aktivierung)
2. Entfernen eines Knotens (Deaktivierung)
3. Untersuchung einer Kante (Kantenuntersuchung)

4. Zusammenfiihrung der Informationen zweier Aste (Fusion)
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Zur Beschreibung der vier Grundschritte wollen wir die in [P6n01] verwendeten Formeln
und Begriffe nutzen:

Fir eine Teilmenge X C V sei P(X) die Menge aller Partitionen von X. Sei X; C die
Front in Schritt i. Jeder neue Schritt in der Baumzerlegung erzeugt eine Menge von
Zustanden. In diesem Kontext ist ein Zustand ein Paar (7, Py), wobei w € P(X;) und
Pp = P(G',r). Hierbei beschreibt G’ den bis zum Schritt i erzeugten Teilgraphen. Sei Z;
die Menge aller Zustéande in Schritt i. ({0}, 1) mit leerer Partition und Polynom 1 wird
als Startzustand in allen Blattern (auBBer der Wurzel) initialisiert.

Sei & eine Partition von X. Man schreibt Y € &, wenn Y ein Block von 7 ist. Sei M(x,v)
die Menge aller Partitionen, die aus m hervorgehen, wenn das Element v in die ver-
schiedenen Blécke der Partition integriert wird. Die Partition 7|{v} entsteht, indem v als
Einzelblock in = aufgenommen wird. Eine Kante e = {u, v} kann als Partition angesehen
werden, die u und v in einem Block enthalt und Einzelblécke entsprechen allen anderen
Knoten. Dann entsteht das Supremum 7V e als Partition aus 7, indem die Bldcke, in
denen die Endknoten von e liegen, vereinigt werden.

Die 4 mdglichen Grundschritte im Schritt i erzeugen eine Transformation y : 2% — 2%+
der Zustandsmenge. Sei dazu Abbildung 2.9 mit zwei Beispielzustanden gegeben:

m Wahrscheinlichkeitspolynom

Abbildung 2.9: Ausgangsbeispiel fir nachfolgende Grundschritte mit Beispielpolynom

Aktivierung des Knotens v

Es gelte fir die Graphenknotenteilmengen zweier benachbarter Baumknoten
| X; — X;_1 |= 1. Wird nun X; zur Front, so entsteht ein Teilgraph G’ aus G'~! durch
Aufnahme (Aktivierung) von v in den Teilgraphen G'~!. Bis zum Zeitpunkt der Aktivie-
rung kann es somit keine v als Endknoten enthaltenden Kanten geben. Demzufolge
bildet v als einzelner Knoten eine Komponente. In den Partitionen ist er als Einzelblock
einzufligen. Kanten werden dabei nicht betrachtet, also hat die Aktivierung von v keinen
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Einfluss auf die Wahrscheinlichkeitspolynome der Zusténde.

{(7, Pr)} = {(@[{v} Pr)}

Abbildung 2.10 stellt hierbei den Schritt dar, der auf Abbildung 2.9 folgt.

Abbildung 2.10: Aktivierung eines Knotens

Deaktivierung des Knotens v

Es gelte fiir die Graphenknotenteilmengen zweier benachbarter Baumknoten
| Xio1 —Xi |=1

Wird X; zur Front, so entsteht sie aus der alten Front von X;_; durch Entfernung (Deakti-
vierung) des Knotens v. Die Abbildungen 2.11 und 2.12 stellen hierbei den Schritt nach
Abbildung 2.10 und der Kantenuntersuchung (siehe Abbildungen 2.13 und 2.14) dar.

Abbildung 2.11: Umsetzung der Deaktivierung im Graph
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Dabei kbnnen in den Partitionen der Zustidnde drei verschiedene Situationen eintre-
ten:

1. Wenn {v} ein Einzelblock von 7 ist und || > 1, dann gilt:
(7, Pr) — 0

Der Block mit v als Einzelknoten wird aus der aktiven Menge entfernt und diese
ist danach nicht leer. Dies bedeutet, dass v und alle vorher in diesem Block be-
findlichen (und daher mit v verbundenen) Knoten nun eine Komponente bilden.
Da || > 1, gibt es weitere Frontknoten, die nicht mit den Knoten des v-Blocks
verbunden sind. Durch die Deaktivierung ist der Block nicht mehr untersuchbar.
Damit kann im weiteren Verlauf der Untersuchung weder v noch einer der an-
deren Blockknoten in der unten erklarten Kantenuntersuchung mehr auftreten.
Folglich gibt es keine Mdglichkeit, dass eine Kante eingefligt und die Blockkno-
ten mit anderen Knoten verbunden werden. Eine Komponente ist entstanden und
der Zusammenhang somit nicht mehr erreichbar. Demzufolge sind alle derartigen
Zustande zu entfernen.

2. Wenn & = {v}, dann fuhrt die Entfernung dieses letzten Knotens zur leeren Par-

tition
({v} Ppy) = (0, Ppyy)

Da von einem Graphen ohne mehreren Komponenten ausgegangen wird, kann
es auf Grund der dritten Bedingung der Definition einer Baumzerlegung keine lee-
ren Baumknoten auB3er den Blattern geben. In dieser Situation erreicht man also
eines der Bléatter. Durch die Anordnung der Baumzerlegung gibt es jedoch kein
Blatt neben der Wurzel, das ein Vater ist. Da es aber einen zu deaktivierenden
Knoten v gibt und die leere aktive Menge auf ein Blatt schlieBen I&sst, muss es
sich dabei um die Wurzel handeln.
Damit wurde der gesamt Graph untersucht. Da wegen Punkt 1 alle Zustédnde mit
Komponentenbildung entfernt werden, mussten im letzten entfernten Block alle
Graphenknoten verbunden und dadurch enthalten sein. Auf Grund der Tatsache,
dass im vorherigen Schritt nur noch v als Einzelblock vorhanden war und dass
Zustande mit identischen Partitionen wie unten beschrieben zusammengefasst
werden, enthélt die Zustandsmenge in diesem letzten Schritt nur einen Zustand.
Damit ist das Wahrscheinlichkeitspolynom P,y dieses Zustands das Zuverlassig-
keitspolynom des Graphen G.

3. Ansonsten qilt fir die restlichen Zustande:

U (=P} { <G, ) P,r> }
reM(o,v) reM(o,v)
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Durch die Punkte 1 und 2 gibt es nur noch Zustdénde mit Partitionen 7w zu be-
trachten, bei denen v zusammen mit anderen Knoten in einem Block liegt. Obige
Formel besagt, dass alle Zustadnde mit Partitionen x, bei denen die Entfernung
von v zur selben identischen Partition o fihren wirde, als Zustand mit Partition
o zusammengefasst werden, indem man ihre Wahrscheinlichkeitspolynome ad-
diert. Partitionen, die in M(o,v), aber nicht in den Zustdnden von Z; enthalten
sind, existieren nicht. Ihre Wahrscheinlichkeitspolynome waren mit 0 anzusetzen,
wodurch sie sich in der Summe nicht auswirken. Da bei der Deaktivierung keine
Kanten untersucht werden, &ndern sich die restlichen Wahrscheinlichkeitspolyno-
me nicht. Damit ist ersichtlich, dass jeder Zustand flir mehrere Teilgraphen steht,
bei denen die Verbindung++++ der Frontknoten zur selben Partition fihrt. Damit
sind alle entstandenen Zustédnde mit identischen Partitionen zusammengefasst.

Zusammenfassung

s |
EIRETd Laa EoEm
EraNTs EOrd s

Abbildung 2.12: Umsetzung der Deaktivierung in den Zustanden

Bemerkung 2.2.3
Die Deaktivierung wird auf Grund der Anordnung und der dritten Bedingung der Defini-
tion einer Baumzerlegung fiir jeden Knoten nur einmal durchgeftihrt.

Beweis(indirekt):

Angenommen v wird zweimal deaktiviert.

Dann gibt es zwei Baumknoten a und a’. Deren Kinder enthalten v bis in eine bestimm-
te Tiefe. Auf Grund der Anordnung der Zerlegung miissen sich die Eltern von a und o’
irgendwann treffen. Die v enthaltenden Kinder von a und a’ kénnen sich hingegen nie
treffen. Ware es so, entstiinde entweder ein Kreis, oder a ware 0.B.d.A. ein v enthalten-
des Kind von &’ und v wiirde im Schritt nach a nicht deaktiviert.

Es entstehen also zwei v enthaltende Teilbdume. Damit befindet sich auf dem Weg zwi-
schen den TeilbAumen mindestens ein v nicht enthaltender Baumknoten. Mit Bedingung
3 der Definition einer Baumzerlegung folgt der Widerspruch. O
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Untersuchung der Kante ¢ = {u, v}

—_—
o 4

Abbildung 2.13: Umsetzung der Untersuchung im Graph fir die Kante {2,3}

Die Kantenuntersuchung erfolgt direkt nach der Aktivierung des Knotens v. Untersucht
werden dabei diejenigen von v ausgehenden Kanten, deren zweiter Endknoten in der
Front liegt. Zusatzlich wird gefordert, dass jede Kante nur einmal wahrend der gesamten
Bearbeitung der Baumzerlegung untersucht wird. Angenommen, wir untersuchten eine
Kante zweimal, so kénnte sie einmal intakt und einmal ausgefallen sein. Dies fuhrt zu
einem Widerspruch. AuBBerdem ginge unter Umstanden ihre Wahrscheinlichkeit mehr-
fach ein.

Fir die Untersuchung werden die zwei mdglichen Zustande von e generiert: intakt und
ausgefallen. Dadurch werden aus jedem Teilgraphen zwei Teilgraphen. Der erste enthélt
dabei die ausgefallene und der zweite die intakte Kante. Angewandt auf die Zusténde
bedeutet dies, dass jeder Zustand dupliziert wird und man ihn einmal auf den Ausfall
und einmal auf die Intaktheit hin untersucht (siehe dazu in Abbildung 2.14 den Schritt
von der linken Tabelle in die mittlere):

Ausfall der Kante Das Polynom des Zustands wird mit der Wahrscheinlichkeit far
den Ausfall (1 — p) multipliziert. Da mit dem Ausfall kein Teilgraph verandert wird, muss
auch an der Partition keine Veranderung vorgenommen werden. Wir erhalten somit den
Zustand

(m,(1-p) Pr)

(Vergleiche dazu in Abbildung 2.14 die mittlere und rechte Tabelle, Zeile 2 und 4)

Intaktheit der Kante Das Polynom des Zustands wird mit der Wahrscheinlichkeit ftr
die Intaktheit p multipliziert. Durch die Intaktheit sind u und v verbunden. Dieser Fakt ist
in der Partition erfasst, indem das Supremum 7\ e gebildet wird. Man vergleiche dazu
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in Abbildung 2.14 den Ubergang von der mittleren zur rechten Tabelle, Zeilen 3 und 5.
Es ergibt sich folgende Formel:

{(chPﬂ)} = {(757(1 —p)P,r),(n'\/e,an)}

Danach werden, wie bei der Deaktivierung, Zustande mit identischen Partitionen zu-
sammengefasst, indem man ihre Wahrscheinlichkeitspolynome addiert.

Wahrend der Untersuchung kann in einem Zustand einer der folgenden Félle auftre-
ten:

1. u und v liegen in verschiedenen Bldcken:
Dann unterscheiden sich die Partitionen der duplizierten Zustande und die Formel
kann angewandt werden.

2. u und v liegen im selben Block:
Dann unterscheiden sich die Partitionen der duplizierten Zustédnde nicht, denn
Ve = 1. In diesem Fall wirden die duplizierten Zustdnde am Ende zusammen-
gefasst. Es ergibt sich

(m,pPr+ (1 —p) Pr) = (7, Pr)

 Partition | Polynom |
Partition | Polynom [ 2135 | (1-plp |

| 21315 | (1p)(1-p)
| 21315 pli-p)

Abbildung 2.14: Umsetzung der Untersuchung der Kante {2,3} in den Zustanden

Bemerkung 2.2.4

Ein Zustand von Fall 2 &ndert sich nicht. Folglich kann man bei der Kantenuntersuchung
von e alle Zustande ignorieren, die dieser Variante angehéren und bearbeitet nur die
Zustande des ersten Falles. Damit wird Rechenzeit gespart.

Fusion der Teilbdume #; und #, im Joinknoten v

Eine Fusion tritt immer auf, wenn zwei Teilbaume ¢, #; in einem Joinknoten v zusam-
mentreffen (siehe Abbildung 2.15, roter und griiner Teilbaum). Dann werden die Infor-
mationen der TeilbAume im Joinknoten zusammengefasst.
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Theoretisch geschieht dies, indem je ein Teilgraph G' = (V!,E") aus #; und ein Teil-
graph G? = (V2,E?) aus 1, zu einem Teilgraphen G* = (V3 E®) mit V3 = V! uV? und
E? = E'UE? kombiniert werden. Auf Grund der Einmaligkeit der Untersuchung einer
Kante gilt dabei: E' NE? = 0. AuBerdem ist V! NV? = X,.

Wir haben Zustande eingeflihrt, um Teilgraphen zusammenzufassen, die zum selben
Zusammenhang der Frontknoten flhren. Die praktische Umsetzung des obigen Absat-
zes lautet damit wie folgt:

Angenommen, man vertauscht den Teilgraphen G! mit G* = (V* E*), der aus dem-
selben Zustand stammt. Dann hangen in G* dieselben Frontknoten zusammen wie in
G'. Lediglich die Wege zwischen den Knoten kénnten andere sein. Es geniigt also, al-
le Zustande von t; mit allen Zustanden von #, zu kombinieren. Dabei wird aus je zwei
kombinierten Zustanden ein neuer Zustand gebildet.

Die Kombination der Zustande erfolgt in drei Schritten (siehe Tabelle in Abbildung 2.15):

1. Bilde die Partition des neuen Zustands: — Supremum der Partitionen zweier kom-
binierter Zustande

2. Bilde das Wahrscheinlichkeitspolynom des neuen Zustands: — Produkt der Wahr-
scheinlichkeitspolynome zweier kombinierter Zustédnde

3. Fasse Zustidnde mit identischen Partitionen zusammen, indem ihre Wahrschein-
lichkeitspolynome addiert werden

Flr einen Zustand a aus der Zustandsmenge von ¢; und einen Zustand b aus der Zu-
standsmenge von 1, gilt:

(704, Pr,) fusioniert mit (7, Py, ) — (4 V 7, P, Pr,) (2.1)

" Zustand | prttion _Polynom _
“ausanas | 205 | o
asandaz | zls | 1
zustana1e2 | 235 plip)

Abbildung 2.15: Umsetzung der Fusion des roten und des griinen Teilbaums
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Komplexitat der Berechnung des all-terminalen Zusammenhangspolynoms

Satz 2.2.1 (Nach Galtier, Laugier, Pons)
Die Komplexitat zur Berechnung der Zusammenhangswahrscheinlichkeit fir den vorge-
stellten Algorithmus liegt in

O (IVIf (w)+ELf (w))

mit
Fw) = (l)wef(l+o(l))w

Inw
und w als Weite der Baumzerlegung.

Zum Beweis dieses Satzes sei auf Kapitel 2.5 verwiesen. Einzig die Anzahl der Ele-
mente einer Partition liegt nicht bei max;c/|X; U {s,t}| < w+ 3 Elementen, sondern
max;es|X;| < w+ 1 Elementen fiir den worst case, da noch keine ausgezeichneten Kno-
ten s und ¢ betrachtet werden.

2.3 Erweiterung zur Berechnung des K-terminalen
Zuammenhangspolynoms

Flr die Methode zur Berechnung des Zusammenhangspolynoms eines probabilisti-
schen Graphen G unter Verwendung der Baumzerlegung soll in diesem Abschnitt eine
von [Luc96] vorgestellte Modifikation erlautert werden. Mit dieser ist es méglich, das
K-terminale Zusammenhangspolynom R (G, p) zu berechnen. Dabei sei K C V. Die
Bedingung an den Zusammenhang der Knoten ist damit derart gelockert, dass nun
auch Untergraphen mit mehreren Komponenten als zuldssig gelten. Allerdings nur sol-
che, bei denen alle K-Knoten in derselben Komponente liegen.

Um wesentliche (K-Knoten enthaltende) von unwesentlichen (K-Knoten nicht enthal-
tende) Komponenten in den Partitionen zu unterscheiden, sollten nach [Luc96] alle
K-Knoten enthaltenden Blocke markiert werden. Daflr existieren in der Literatur ver-
schiedene Varianten. Fur diesen Abschnitt wird vereinfachend angenommen, dass eine
Markierung in Form einer Unterstreichung der entsprechenden Blécke vorgenommen
worden ist. Die Auswirkungen auBern sich in den vier Grundschritten wie folgt: (es wer-
den dabei lediglich die Anderungen im Vergleich zu den oben beschriebenen Grund-
schritten aufgefihrt)
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1. Aktivierung des Knotens v:
Ist v € K, so markiere den Einzelblock {v}.

2. Deaktivierung des Knotens v:

(a) {v} ist ein unmarkierter Einzelblock
Damit bildet sich eine Komponente ohne K-Knoten; ihr Zusammenhang ist
damit noch méglich. Der Zustand wird nicht entfernt.

(b) {v} ist ein markierter Einzelblock
Damit bildet sich eine K-Knoten enthaltende Komponente. Wenn alle K-Knoten
darin enthalten sind, ist der K-terminale Zusammenhang gegeben. Im ande-
ren Fall werden die Knoten dieser Komponente nicht mehr untersucht, womit
der gesuchte Zusammenhang nicht mehr erzeugt werden kann.

3. Untersuchung der Kante e = {u, v}:
Wird das Supremum zweier Blécke gebildet, von denen mindestens einer markiert
ist, so ist das Supremum zu markieren.

4. Fusion der Teilbaume t; und t; im Joinknoten v:
Ist mindestens einer der Blécke einer Supremumsbildung markiert, so markiere
das Supremum.

Vorzeitige Entfernung von Zustanden

Mit der Zulassung von Komponentenbildung ist es mdglich, dass ein Zustand T =
(7, Pr,) schon vor Prozessende den K-terminalen Zusammenhang erreicht. Ein sol-
cher Zustand kann vorzeitig entfernt werden. Sein Wahrscheinlichkeitspolynom wird am
Ende des Prozesses zum Zuverlassigkeitspolynom addiert. Folgende zwei Bedingun-
gen werden an einen derartigen Zustand gestellt:

(a) Alle K-Knoten befinden sich in einem Block.
Dazu mussen sie keine Frontknoten sein. Es ist notwendig und hinreichend, wenn
sich unter den noch zu aktivierenden Knoten keine K-Knoten mehr befinden und mr
genau einen markierten Block enthalt. Damit ist der Zusammenhang der K-Knoten
gewabhrleistet.

(b) Punkt a ist erfillt und es sind keine weiteren Fusionen auszuftihren.
Nach der Erfillung von Punkt a kann sich der Zusammenhang der K-Knoten nicht
mehr &ndern, wohl aber die K-terminale Zusammenhangswahrscheinlichkeit. Diese
andert sich nach der letzten Fusion nicht mehr, wodurch weitere Berechnungen mit
diesem Zustand unndétig werden.
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Beweis:

Schritt 1:

Angenommen, es ist keine Fusion mehr auszufihren. Dann wirken sich die verblei-
benden ausflhrbaren Grundschritte auf Py, derart aus, dass das Polynom mit p
und 1 — p multipliziert und/oder im Zuge der Deaktivierung zu anderen Polynomen
addiert wird.

Lassen wir Py, bei der Addition mit anderen Polynomen (auf Grund der Zusam-
menfassung bei Deaktivierung) als einzelnen Summanden bestehen, z.B.: Py, +
Prgere zustinge» SO KONNen die Multiplikationen mit p und 1 — p wéhrend der weiteren
Kantenuntersuchungen auf Pr, und den Restsummanden aufgeteilt werden, z.B.:
PPry + PPrydore zustinde -

Am Ende des Prozesses werden alle Obriggebliebenen Polynome addiert. Es ist
folglich méglich, die Summe folgendermafen darzustellen:

Rx(G,p) = Z(Pnr enthaltende Polynome) +Z(Pnr nicht enthaltende Polynome)
(2.2)

Da Punkt a erfdllt ist, wird kein Pr,-enthaltender Zustand geloscht. Nach oben be-

schriebener Auswirkung der Kantenuntersuchung l&sst sich damit

Y (P, enthaltende Polynome) durch geschicktes Ausklammern umschreiben:

Z(PET enthaltende Polynome) = (p+1—p)(p+1—p)...(p+1—p)Pr, = Pr,
(2.3)
Setzt man nun (2.3) in (2.2) ein, so erhalt man:

Rk (G, p) = Py, + Y _ (P, nicht enthaltende Polynome)

was der Beschreibung bei vorzeitigem Entfernen von T entspricht.

Schritt 2:

Angenommen, es ist noch genau eine Fusion auszufiihren. O.B.d.A. sei angenom-
men, dass Teilbaum #; lediglich den Zustand 77 und Teilbaum #, genau einen Zu-
stand 7, = (nTz,P,%) enthalt. Durch die Fusion entsteht der Zustand

7; = (7, V %13, Py, Py, )

Da T3 mit w7, V 7, Punkt a erflllt und die letzte Fusion gerade abgeschlossen wur-
de, qilt:
Rk (G, p) = Py Pr, (2.4)

Sei T vor der Fusion vorzeitig entfernt worden. Dann ist der Grundschritt nicht aus-
zuftihren. T, wird damit bis zum Ende des Prozesses an Stelle von T3 bearbeitet.
Der Einfachheit wegen soll T, auch Punkt a erfiillen. Fir die Zuverlassigkeit ergibt
sich:

Rk(G,p) = P,tT1 +P7-;T2 (2.5)
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Es ist also (2.4)#(2.5).

Da 71, bzw. P,ET1 bei Fusion mit anderen Polynomen multipliziert wird, ist prinzipiell
nicht davon auszugehen, dass eine Summendarstellung wie bei (2.2) erreichbar ist.
Far die Fusion mehrerer Zustande ist bei Anwendung der vorzeitigen Entfernung
von Zustanden also ein &hnlicher Fehler anzunehmen, wenn Entfernungen vor der
letzten Fusion erfolgen. O

2.3.1 Komplexitat

Im worst case erfolgt die letzte Kantenuntersuchung vor den letzten beiden Deaktivie-
rungen. Der Unterschied zur Komplexitat der all-terminalen Zuverlassigkeit ist damit
konstant in der Anzahl der Deaktivierungen. Die Komplexitat &ndert sich somit nur ge-
ringflgig.

Es lassen sich verschiedene Kriterien zur Wahl der Wurzel treffen. Sie kann beispiels-
weise so gewahlt werden, dass die letzte Fusion und die letzte Kantenuntersuchung
moglichst friih eintreten, um viele Zustande entfernen zu kénnen.

2.4 Erweiterung zur Berechnung des
s, t-ZUsammenhangs

Als Spezialfall der Berechnung des K-terminalen Zusammenhangspolynoms ist auch
hier fUr die s und/oder ¢ enthaltenden Bldcke eine Markierung zu verwenden. Sie erfolgt
durch die Knoten s und ¢ selbst. Bl6cke sind genau dann markiert, wenn sie s und/oder
t enthalten.

Die Idee dahinter ist, dass s und ¢ auch nach ihrer Deaktivierung in den Blécken und
der aktiven Menge als imaginare Knoten erhalten bleiben. Dafur sind die Knoten mit
s und ¢’ zu kennzeichnen. Sie werden also bei der Bildung eines Supremums wie die
anderen Knoten behandelt. Eine Ausnahme bildet dabei die Deaktivierung: Ein Block gilt
genau dann als leer, wenn er leer ist oder s’, ' oder s’ und ¢ und keine weiteren Knoten
enthélt. Entsprechend der Markierung werden bei der Deaktivierung unterschiedliche
Vorgehensweisen gewahit.

2.5 Komplexitat zur Berechnung des
s, t-Zuammenhangspolynoms

Im Vergleich zur Berechnung des K-terminalen Zusammenhangspolynoms ergeben
sich nach Aussage des obigen Abschnittes keine Unterschiede. Die Komplexitaten des
R(G,p), des Rx(G, p) und des Ry, (G, p) sind also identisch. Um die Komplexitat eines
solchen Algorithmus anzugeben, beziehen wir uns auf die Version von [Gal05]. Diese
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Variante der Berechnung unterscheidet sich von der hier vorgestellten im vorzeitigen
Entfernen von Zustédnden und der Markierung der s,z-Blécke:

Satz 2.5.1 (Galtier, Laugier, Pons)
Die Komplexitat zur Berechnung der s, t-Zusammenhangswahrscheinlichkeit fiir den vor-
gestellten Algorithmus liegt in

O (IVIf (w)+ELf (w))

mit "
w
_ (7 —(I4o0(1))w
Flw) (ln w) ¢
und w als Weite der Baumzerlegung.

Beweis:

Die Komplexitat des Algorithmus kann mittels der Verwendung der vier Grundschritte
abgeschatzt werden. Sei I die Indexmenge der Baumknoten. Wir haben vorausgesetzt,
dass sich zwei adjazente Baumknoten X;,X; mit i # j maximal um je einen Graphen-
knoten unterscheiden. Damit gibt es maximal 2|V | Elemente im Baum 7 und deshalb
|V| Knoten mit zwei oder mehr Kindern.

AuBerdem enthélt jede Partition maximal max;c;|X; U {s,z}| < w+ 3 Elemente.

Eine Fusion von k Kindern kann in (k— 1)B?(w + 3)0O (wlog* (w)) Operationsschritten
erreicht werden. Dabei stellt O (wlog* (w)) die Komplexitdt zur Erzeugung eines Su-
premums zweier Partitionen dar und die Bellzahl B(w + 3) die Anzahl der erstellba-
ren Partitionen einer w + 3-elementigen Menge. Dies fuhrt bei einer Komplexitat von
O (|V|B* (w+3)wlog* (w)) zur Durchfiihrung aller Fusionen.

Die Komplexitat der Untersuchung einer Kante liegt in O (B (w+ 3)).

Wahrend des Durchlaufes durch den Baum wird jeder Knoten nur einmal entfernt. Dies
benétigt eine Zeit von O (B (w+ 3)) (analog zur Aktivierung).

Darum liegt die Anzahl der benétigten Schritte des Algorithmus in
O (|V|B? (w+3)wlog* (w) + |E|B (w +3))

Verwendet man die obige Formel, erhalten wir O (\Vlf(w)z—i— ]E|f(w)> mit f(w) =
<L>W67<1+o<1>>w

Inw

Letztere Formel beschreibt die Bellzahl nach der asymptotischen Formel von de Bruijn
[Bru58|
In (B(n))

p =In(n)—Inin (n) —1+o0(1)
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3 Berechnung der weglangenbeschrankten
Zuverlassigkeit

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln alle Vorbetrachtungen abgeschlossen wur-
den, kénnen wir uns in diesem Kapitel dem zentralen Thema dieser Arbeit widmen:
Der Berechnung des s,t-Zusammenhangspolynoms eines Graphen G mit Weglangen-
beschrankung mittels Verwendung einer Baumzerlegung.

In Kapitel 2 wurde eine Methode eingeflihrt, um das s,7-Zusammenhangspolynom eines
Graphen G mittels einer Baumzerlegung zu berechnen. Da hierbei die Komplexitat flr
eine feste Weite w der Zerlegung polynomial in der Anzahl der Graphenknoten ist, soll
die Weglangenbeschrankung D in die Methode integriert werden, um nach Méglichkeit
die Gute der Komplexitat beizubehalten.

Dazu werden im ersten Abschnitt Reduktionen des Graphen vorgestellt. Danach folgt
eine erste Idee fir ein Berechnungsverfahren unter Nutzung der in Kapitel 2 verwen-
deten Methode. Auf Grundlage der daraus entstehenden Probleme werden zusatzliche
Strukturen in die ldee eingeflgt. Zuletzt wird die Komplexitat dieser Lé6sung bestimmt.

3.1 Reduktionen

Fur die Anwendung der Baumzerlegung wurde unter anderem vorausgesetzt, dass der
untersuchte Graph G schlicht sein soll. Durch den Einsatz von Reduktionen kénnen
auch Graphen zugelassen werden, die Schlingen und parallele Kanten besitzen.

Die Reduktion eines Graphen G = (V,E, Pr(E)) unter Wegléngenbeschrankung D, al-
so das Entfernen von speziellen Kanten und/oder Knoten im Graphen, ist ein wirksa-
mes Werkzeug, denn ein vereinfachter Graph vermindert den Berechnungsaufwand
des DC2RP. Deswegen werden sie meist zu Beginn der Zuverlassigkeitsberechnung
verwendet. Auch wahrend der Berechnung ist ihnre Anwendung denkbar. Wie und in
welchem Umfang sie eingesetzt werden, liegt im Ermessen des Anwenders. Es sei an-
gemerkt, dass die Reduktionen in Eigenleistung erstellt wurden. So wurde die Inzidenz-
Reduktion aus [Can10] entnommen.

Bemerkung 3.1.1

e Die Entfernung von Kanten zieht keinerlei Verdnderungen der Baumzerlegung
mit sich. Die zweite Bedingung der Baumzerlegung ist die einzige, die sich auf die
Kanten bezieht. Sie wird durch das Entfernen einer Kante nicht verletzt, da alle
anderen Kanten bei unveranderter Baumzerlegung die zweite Bedingung weiter-
hin erftllen.

e Sollten bei der Entfernung der Kanten isolierte Knoten entstehen, so sind letzte-
re fir D-Wege nicht mehr interessant und kénnen entfernt werden. Es sei denn,
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durch die Isolation dieses Knotens ist der s,7-Zusammenhang nicht mehr gewéhr-
leistet, dann war die Kantenentfernung fehlerhaft. Die Entfernung eines einzelnen
Knotens v aus einer Baumzerlegung erfolgt durch Elimination des Knotens aus
jedem Baumknoten (siehe Abbildung 3.1).

Die erste Bedingung der Baumzerlegung bleibt damit erflllt. Die zweite Bedingung
ebenso, da auch alle zu v inzidenten Kanten geléscht werden. Fir die dritte Be-
dingung nutzt man wieder die Teilbauminterpretation. Der v enthaltende Teilbaum
wird entfernt. Es ergeben sich keine Auswirkungen auf die restlichen Teilbdume,
da diese aus anderen Knoten bestehen. Die dritte Bedingung ist also weiterhin
erfallt.

Abbildung 3.1: Entfernung des Knotens 2 aus der Baumzerlegung

Definition 3.1.1 (Kantenkontraktion)

Sei e = {u,v} die Kante eines Graphen G = (V,E), so bezeichnet G/e die Kon-
traktion der Kante e, also den durch Kontraktion von e aus G entstehenden Gra-
phen. Dazu verschmelzen wir u und v zu einem neuen Knoten w, der zu allen
Knoten benachbart ist, zu denen zuvor u oder v benachbart waren. u und v sollen
keine parallelen Kanten zueinander besitzen.

—>

Abbildung 3.2: Umsetzung der Kantenkontraktion
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e Die Kantenkontraktion wird in der Baumzerlegung realisiert, indem wir u und v
durch w ersetzen (siehe Abbildung 3.3).
Wie man leicht sieht, ist damit die erste Bedingung der Baumzerlegung weiterhin
erfillt. Ebenso die zweite Bedingung: alle Kanten mit Endknoten u oder v haben
nun Endknoten w. Da vorher die zweite Bedingung erfillt war, ist sie nun durch
Umbenennung von u,v zu w weiterhin erflillt. Die dritte Bedingung lasst sich an
Hand ihrer Interpretation nachweisen: Der Teilbaum aller u enthaltenden Baum-
knoten wird durch die Umbenennung zum Teilbaum der w enthaltenden Baum-
knoten. Das gilt analog fur v. Da die Kante e = {u, v} kontrahiert wurde, existiert
nach der zweiten Bedingung ein Baumknoten, der u und v enthalt. Damit Uberla-
gern sich beide TeilbAume. Folglich entstehen bei der Umbenennung keine zwei
getrennten Teilbdume, sondern ein gréBerer, zusammenhangender. Damit ist die
dritte Bedingung erfullt.
Durch die Kontraktion kdnnen identische Baumknoten entstehen. Sind zwei iden-
tische Baumknoten benachbart und wenigstens einer ist kein Join oder Blatt, so
kénnen wir diese Baumknoten kontrahieren.

Abbildung 3.3: Umsetzung der Kontraktion in der Baumzerlegung

3.1.1 Schlingen-Reduktion

Der Untergraph G’ geht aus G durch Entfernung aller Schlingen hervor. Schlingen kon-
nen ihrer Definition wegen kein Teil eines D-Weges sein. Darum wirkt sich ihre (Nicht-)
Existenz nicht auf den Zusammenhang aus.

Fr Schlingen ist die zweite Bedingung der Baumzerlegung auf Grund ihrer Definition
bereits mit der ersten Bedingung erfilllt. Damit sind keine Anderungen an der Baumzer-
legung vorzunehmen.
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(?—> o

Abbildung 3.4: Schlingen-Reduktion

3.1.2 Bricken-Reduktion

Beinhaltet der Graph eine Briicke e (oder mehrere), die Element aller D-Wege ist, so
muss sie intakt sein, um den s,7-Zusammenhang zu gewahrleisten. Damit kann die
Briucke kontrahiert und die Weglangenbeschrankung um eins vermindert werden:

Rs((G,D) = peR;;(Gle,D—1)

Yl

Abbildung 3.5: Briicken-Reduktion

3.1.3 Parallel-Reduktion

Angenommen es existieren zwischen zwei Knoten u,v mehrere parallele Kanten. Dann
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Knoten verbunden sind, gleich der Wahrscheinlich-
keit, dass mindestens eine Kante intakt ist. Mit der Unabhangigkeit der Kantenausfalle
folgt, dass wir alle Kanten I6schen und eine neue Kante e mit der Wahrscheinlichkeit

pe=1— T[] ar (3.1)

fEP(1)

einfligen kdnnen. Eine Anderung der Baumzerlegung ergibt sich nicht. Ist die zweite
Bedingung flr eine der parallelen Kanten von u, v erfillt, so auch fur alle anderen.

p 1-(1-p)(1-p)
—0 —> 060

p

Abbildung 3.6: Parallel-Reduktion
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3.1.4 Weg-Reduktion

Gesetzt den Fall, dass s, nur Uber zueinander disjunkte D-Wege Py, ..., P, verbunden
sind, kann eine allgemeinere Form der Parallel-Reduktion verwendet werden. In (3.1)
wird die Ausfallwahrscheinlichkeit einer Einzelkante durch die Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses ersetzt, dass alle Kanten eines Weges intakt sind (fiele eine der Kan-
ten aus, ware der Weg nicht intakt).

Rs+(G,D) =1 —ﬁ <1 — Hpe>

i=1 ech

Angenommen, alle Wege besitzen die gleiche Lange /. Anfangs- und Endknoten seien
aber zwei Artikulationen des Graphen. Und zwar derart, dass das Ersetzen der Wege
durch eine Einzelkante zu einer Bricke fuhrt, die Teil eines D-Weges ist. Dann kann die
Weg-Reduktion mit einer Briicken-Reduktion kombiniert werden:

i=1

eck,

Rs/(G,D) = (1 —ﬁ <1 - Hpe)> Ry, (G—{eeP,ie{l,...k}},D—h)

B 1-(1- p2)(1- pzh

Abbildung 3.7: Weg-Reduktion

Dieser Vorgang lasst sich durch eine Mehrfachausfliihrung von Kantenkontraktion und
Parallel-Reduktion realisieren. Entsprechend wird die Weg-Reduktion in der Baumzer-
legung umgesetzt.
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3.1.5 Artikulations-Reduktion

Gibt es Artikulationen im Graphen, so lassen sich diese in zwei Arten kategorisieren:

1. Sie unterteilen den Graphen in zwei Untergraphen, von denen der eine s und
der andere t enthalt. Jeder s,7-Weg muss dementsprechend durch diesen Knoten
laufen und jeweils eine zu ihm inzidente Kante im einen und im anderen Unter-
graphen besitzen.

2. Sie unterteilen den Graphen in zwei Untergraphen, von denen einer s und ¢ enthalt
und der andere nicht. Ein s,7-Weg liegt somit nur in einem der beiden Untergra-
phen.

Der Verlauf eines kirzesten s,-Weges lasst sich damit als Indikator verwenden.

Untergraphen an Artikulationen zweiter Art die s und ¢ nicht enthalten, kénnen auf Grund
der Eigenschaft eines D-Weges (Vermeidung mehrfachen Durchlaufens von Knoten)
komplett entfernt werden.

Oben benannte zu entfernende Untergraphen kénnen also knotenweise aus der Baum-
zerlegung entfernt werden. Identische adjazente Baumknoten kann man wieder kontra-
hieren. Leere Baumknoten, die keine Blatter sind, kébnnen dabei nicht zuriickbleiben.
Ansonsten musste dies als Zerlegung des Graphen in Komponenten interpretiert wer-
den und das geschieht bei dieser Reduktion nicht.

Abbildung 3.8: Artikulations-Reduktion

3.1.6 Inzidenz-Reduktion

Diese Reduktion setzt voraus, dass alle zum Knoten ¢ inzidenten Kanten intakt sind
(Ausfallwahrscheinlichkeit 0). Erreicht ein D-Weg einen Nachbarknoten von ¢, so er-
reicht dieser Weg mit Wahrscheinlichkeit 1 den Knoten ¢. Alle Wege der Lange kleiner
gleich D — 1, die diese Nachbarknoten nicht erreichen, wiirden auch als Wege mit L&n-
ge kleiner gleich D den Knoten ¢ nicht erreichen. Es brauchen somit nur die Wege der
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Lange kleiner gleich D — 1 untersucht zu werden. Um alle Algorithmen weiterhin ord-
nungsgeman anwenden zu kénnen, kann ¢ und seine Nachbarschaft zu einem Knoten
kontrahiert und alle Schleifen geléscht werden; der entstandene Graph sei G'.

Rs;(G,D)=R,,(G',D—1)

Die Inzidenz-Reduktion lasst sich auch fur s und Artikulationen der ersten Art anwenden.
Die Umsetzung in der Baumzerlegung erfolgt durch mehrfache Kantenkontraktion.

—>

Abbildung 3.9: Inzidenz-Reduktion

3.1.7 Reduktion irrelevanter Kanten
Breitensuche

Alle Kanten, die keinem D-Weg angehdren, sind irrelevant, da ihre Intaktheit nicht von
Belang ist. Sie kénnen aus dem Graphen entfernt werden. Zu diesem Zweck wird stan-
dardméanig eine Breitensuche (kurz: BFS, engl.: breadth-first-search) durchgefihrt, um
die Langen kirzester Wege in einem zusammenhangenden, ungerichteten, ungewich-
teten Graphen G = (V, E) zu berechnen. Dies geschieht folgendermafen:

1. Wahle einen Startknoten s, dieser erhalt die Kennung 0.

2. Bilde die Knotenmenge U = N(v). Alle darin enthaltenen Knoten erhalten die
Kennung 1. Bilde K als Menge aller Knoten mit Kennung.

3. Bilde die Knotenmenge U = N(U) \ K. Alle Knoten ohne Kennung erhalten die
Kennung 2. Aktualisiere K.

4. Wiederhole Schritt 3, bis alle Knoten eine Kennung erhalten haben. Fir die n-te
Wiederholung von Schritt 3 wird die Kennung n + 2 verwendet.

Die Kennung eines Knotens v entspricht d(s, v) (vergleiche dazu [Internet03]). Die Lauf-
zeit liegt in O(|V |+ |E|).
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Methode

Eine selbstentworfene Methode zur Reduktion irrelevanter Kanten arbeitet in drei Stu-
fen:

1. Ermittle Gber eine Breitensuche den minimalen Abstand jedes Knotens von s und
schreibe diesen in die Knoteninformation dj.

2. Ermittle Gber eine Breitensuche den minimalen Abstand jedes Knotens von ¢ und
schreibe diesen in die Knoteninformation d,.

3. Entferne jede Kante {u,v}, u,v € V mit ds(u) +d;(v)+1 > D (der Weg von s zum
Knoten u Uber die Kante und vom Knoten v nach ¢ ist zu lang, kann also nicht zu
einem D-Weg gehdren).

Bemerkung 3.1.2

Der Schwerpunkt dieses Algorithmus liegt nicht auf den Knoten. Beispielsweise wird
beim Diamantgraph und Beschrankung D = 2 kein Knoten entfernt. Die Kante der adja-
zenten Knoten u und v mit deg(u) = deg(v) = 3 gehdrt zu keinem D-Weg und ist deshalb
reduzierbar (siehe Abbildung 3.10).

Abbildung 3.10: Reduktion der irrelevanten Kante im Diamantgraph

Algorithmus zur Reduktion irrelevanter Kanten

Parameter:

G.. ... Graph G = (V,E)

Syt... ... Knoten deren Zusammenhang ermittelt werden soll

N... ... Knotenmenge

U(N)... ... Menge der unmarkierten Nachbarknoten der Knotenmenge N
(mit Ausnahme ¢)

ds(k)... ... Abstand des Knotens & von s

d;(k)... ... Abstand des Knotens k von ¢
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Algorithm 2 Algorithmus zur Reduktion irrelevanter Kanten
reduktion(G, s, 1):
Eingabe: zu reduzierender Graph G
Ausgabe: reduzierter Graph G’

ds(V') = oo {initialisiere alle Knoten}

df (V) _= o0
N :=s {initialisiere Knotenmenge}
ds(s) =0

fori=1toi<D+1do
ds(U(N)) :=i {weise jedem unmarkierten Nachbarknoten der markierten Kno-
tenmenge den Wert (und damit Abstand von s) i zu}
N:=U(N)+N {die jetzt neu markierten Knoten werden in Menge der markierten
Knoten aufgenommen}

end for

{nachfolgend gibt es keinen D-Weg}

if d;(aller Nachbarknoten von t)== « then
Losche V. E
return G

end if

entferne alle Knoten mit Markierung o und die zu ihnen inzidenten Kanten

N :=1 {initialisiere Knotenmenge}

di(t) =0

fori=1toi<D+1do
d;(U(N)) :=i {weise jedem unmarkierten Nachbarknoten der markierten Kno-
tenmenge den Wert (und damit Abstand von t) i zu}
N:=U(N)+N {die jetzt neu markierten Knoten werden in Menge der markierten
Knoten aufgenommen}

end for

{neue Kantenmenge E'}
for all {u,v} mitu,v €V do
if min (dy(u) +d;(v)+ 1, ds(v) +d;(u) + 1) > D then
Losche {u,v}
end if
end for

{neue Knotenmenge V'}

for all isolierte Knoten vin V do
Lésche v

end for

return G'(V' E’)
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Komplexitat des Algorithmus

1. Schritt: Breitensuche von ¢ aus: O(m)

2. Schritt: Wiederholung des ersten Schrittes: O(m)
3. Schritt: Betrachtung jeder Kante: O(m)

zum 3. Schritt: Uberpriifung jedes Knotens: O(n)
Gesamt: O(m+n)

Mit diesem Algorithmus kann nicht ausgeschlossen werden, dass ein kirzester Weg
von s nach u und von v nach ¢ Knoten doppelt benutzt (u,v,s,r € V, (u,v € E)). Schritt
3 schlieBt durch min(ds(u) +d;(v) + 1,ds(v) +d;(u) + 1) > D zumindest aus, dass bei
solchen kirzesten Wegen die Kante {u, v} doppelt abgelaufen wird.

Wenn d;(u) = dg(v) und/oder d;(u) = d;(v), folgt, dass sich u und v von s und/oder ¢
auf zwei verschiedenen kiirzesten Wegen erreichen lassen. Damit wird bei Schritt 3 ein
Weg ausgeschlossen, der {u,v} doppelt verwendet.

Wenn dg(u) = ds(v)+ 1 und d;(v) = d;(u) + 1 (oder umgekehrt), dann wird durch Schritt
3 die Variante gewahlt, die {«,v} nicht benutzt.

Wenn d,(v) = ds(u) + 1 und d;(v) = d;(u) + 1, dann ergeben sich folgende zwei Falle:

1. Es gibt D-Wege, die die Knoten s,u,v,t in dieser Reihenfolge ablaufen, ohne u

oder v wiederholt zu benutzen. Diese Wege missen nicht notwendigerweise kir-
zeste Wege sein. In diesem Fall gibt es keine Probleme.

. Es existiert kein D-Weg, der die Kante {u,v} benutzt, ohne sie zweimal verwen-

den zu mussen (siehe Abbildung 3.11). Knoten u muss also vor v benutzt werden
und von v aus existiert kein Weg nach ¢, ohne {u,v} abzulaufen oder die Weg-
langenbeschrankung D einzuhalten. Damit ist u entweder eine Artikulation zweiter
Artund {u, v} wird durch die Artikulations-Reduktion entfernt oder (und damit wird
auf den zweiten Teil des vorherigen Satzes Bezug genommen) es gibt eindeutige
irrelevante Kanten, die eine Charakterisierung von u als Artikulation verhindern.
Diese sind nach Abschluss des Algorithmus zu entfernen, u lasst sich als Artiku-
lation identifizieren und {u,v} wird ebenfalls entfernt.

Diese Uberlegungen gelten auch speziell firr kiirzeste Wege. Eine einmalige Ver-
wendung dieser Reduktion entfernt nicht alle irrelevanten Kanten, aber bei mehr-
facher Ausfliihrung und in Kombination mit anderen Reduktionen fiihrt sie zum
gewunschten Ergebnis.

gy

Abbildung 3.11: Beispiel fir eine doppelt abgelaufene Kante (rot)
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3.1.8 Serien-Reduktion

Angenommen, im Graphen existieren nach obigen Reduktionen drei Knoten u,v,w € V
mit N(v) = {u,w}. So existiert ein Weg von u nach w Gber v nur dann, wenn die Kanten
{u,v} und {v,w} intakt sind. Durch Kontraktion I&sst sich dann eine Kante {u,w} mit
folgender Wahrscheinlichkeit erzeugen:

Puw = PuyPvw

Diese Kante steht hier fir einen Weg der Lange 2. Im Gegensatz zu obigen Reduktio-
nen wie der Briicken- oder der Weg-Reduktion, I1&sst sich diese topologische Verkirzung
nicht auf die Weglangenbeschrankung D verlagern, da die dafiir notwendigen Voraus-
setzungen nicht erfillt sind.
Lésung: Der Graph G wird gewichtet, indem die Kante {u,w} folgendes Kantengewicht
erhalt:

weight ({u,w}) = weight ({u,v}) +weight ({v,w})

Das Kantengewicht entspricht der Anzahl an Kanten, die durch {u,w} dargestellt wer-
den. Damit ist eine Reduktion von nicht verzweigenden Wegen mdglich, die nicht den
Bedingungen der Weg-Reduktionen entsprechen.

Durch den Einsatz von Reduktionen entstehen gewichtete Kanten. Der Umgang mit
ihnen wird in Kapitel 3.22 beschrieben.

o0 0 >0-0

Abbildung 3.12: Serien-Reduktion

Probleme der Serien-Reduktion:

Sind, ahnlich wie bei der Weg-Reduktion, zwei Knoten u,v durch mehrere Wege ver-
bunden, so werden die Wege zu parallelen Kanten reduziert. Diese kdnnten mittels
Parallel-Reduktion zu einer einzigen zusammengefasst werden. Die Kantengewichte
stellen dabei ein Problem dar. Besitzen alle reduzierten Kanten dasselbe Gewicht, so
ist die Weglange bei Wahl einer der Kanten in jedem Fall dieselbe. Sie kénnen also
mittels einer Parallel-Reduktion zusammengefasst werden. Die neue Kante erhalt das
gemeinsame Gewicht der reduzierten Kanten.

Unterscheiden sich die Kantengewichte aber, so Iasst sich nach einer Parallel-Reduktion
keine eindeutige Weglange und damit kein eindeutiges Gewicht festlegen. Man darf die
Kanten dann nicht reduzieren. Als Folge dessen wirden parallele Kanten existieren. In
der DC2RP-Berechnung kdnnte dies nicht erfasst werden.

Um derartige Félle zu vermeiden, muss eine weitere Bedingung an die Serien-Reduktion
gestellt werden: Wenn durch eine Serien-Reduktion zwei parallele Kanten mit unter-
schiedlichen Gewichten existieren, so ist die Reduktion nicht durchzufihren.
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3.1.9 Hinweis zur Anwendung

In Kapitel 2 besitzen alle Kanten des bearbeiteten Graphen G die Wahrscheinlichkeit p.
Durch Reduktionen werden Kanten e mit Wahrscheinlichkeit p, # p erzeugt. Demzufol-
ge ist wahrend der Zuverlassigkeitsberechnung bei besagten Kanten p, und 1 — p, zu
verwenden.

Durch einige Reduktionen entstehen gewichtete Kanten. Wir untersuchen somit nicht
nur ungewichtete, sondern auch mit gewichtete Graphen. Wie spéater zu sehen sein
wird, arbeiten wir ohnehin mit Weglangen und nichts anderem entsprechen die Gewich-
te. Damit ergeben sich keine Unterschiede zum ungewichteten Fall, bis auf die Kanten-
untersuchung.

Weitere Reduktionen sind denkbar, auch wenn nicht alle von ihnen auf Grund der néti-
gen ldentifizierbarkeit von Weglangen anwendbar sind.

3.2 Einfuhrende Idee

Wir werden nun versuchen, das in Kapitel 2 vorgestellte und in Kapitel 2.4 modifizier-
te Verfahren zur Berechnung des s,¢-Zusammenhangspolynoms um die Wegléangenbe-
schrankung zu erweitern. Daraus ergeben sich zuséatzlich benétigte und zu speichernde
Informationen. Notwendigerweise sind dadurch die Zustadnde zu &ndern. Ihre Korrekt-
heit wird anhand der Funktionalitat der vier Grundschritte Uberprift und die Zustédnde
bei auftretenden Problemen entsprechend angepasst.

3.2.1 Ausgangsuberlegungen

Der Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Definition des DC2RP, welches eine Sum-
me von Polynomen ist. Jedes Polynom fir sich gibt die Eintrittswahrscheinlichkeit eines
zulassigen Untergraphen von G an. Ein Untergraph von G ist genau dann zulassig,
wenn er einen D-Weg besitzt.

Wahrend der Berechnung werden Teilgraphen konstruiert. Es ist damit nicht mdglich,
wéahrend eines beliebigen Schrittes der Berechnung in polynomialer Zeit zu sagen, wel-
che Untergraphen sich aus dem bisher untersuchten Graphen ergeben. Kénnte man
dies, so brauchte man lediglich alle Untergraphen zu konstruieren und die unzulassigen
zu entfernen. Dieses Vorgehen wéachst jedoch exponentiell in der Kantenzahl von G.

Allerdings ist es mdglich, eine andere Aussage Uber einen Teilgraphen zu treffen:
Entwickeln sich aus dem Teilgraphen keine zulassigen Untergraphen, so ist der Teil-
graph in der weiteren Berechnung nicht mehr zu beachten.

Dies ist genau dann der Fall, wenn es keinen D-Weg gibt. Dazu misste d(s,t) Uber
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eine Breitensuche bestimmt werden. Wir kénnen nicht alle Kanten fir jeden Teilgraphen
speichern. Dies wirde zur Konstruktion aller Untergraphen fihren. Der Speicherauf-
wand ist also zu reduzieren. Bisher wurde dazu der Zusammenhang der Frontknoten
als Partitionen gespeichert. Wir konnten damit mehrere Teilgraphen zusammenfassen.

3.2.2 Die ldee

Man betrachte einen Schritt i der Berechnung. O.B.d.A. gehen wir davon aus, dass s
bereits aktiviert wurde und ¢ noch nicht. Allen Teilgraphen ist derselbe nicht untersuch-
te Teil des Graphen G gemein. Sie unterscheiden sich erst ab den Frontknoten. Um
den Speicheraufwand zu reduzieren, missen die Informationen der Teilgraphen dahin-
gehend eingeschrankt werden, dass man Knoten und Kanten der Teilgraphen entfernt.
Zugleich muss die Ermittlung von d(s,t) weiterhin gewahrleistet sein.

Dazu kann man die gewohnte Einteilung der Teilgraphen in Zusténde (x, P;) von Par-
tition und Eintrittswahrscheinlichkeit verwenden. Die Zustande sind zu erweitern. Da
zusatzlich der Abstand der Frontknoten zu s bendtigt wird, muss man diesen fur jeden
Frontknoten mitspeichern; alle Abstande der Frontknoten eines Teilgraphen werden in
noch unbestimmten Strukturen A gespeichert. In einer Partition sind allerdings mehre-
re Teilgraphen zusammengefasst. Damit sind in jedem Knoten einer Partition so viele
Strukturen A gespeichert, wie es Teilgraphen mit unterschiedlichen Frontknotenabstan-
den gibt. Das Polynom eines Zustands wird auf diese gespeicherten Strukturen A ver-
teilt. Die Partitionen dienen lediglich der Zusammenfassung aller Strukturen A, deren
Frontknoten denselben Zusammenhang besitzen.

Ist dies realisiert, so kann jederzeit eine Breitensuche von r aus gestartet werden. Dieser
bestimmt den Abstand der Frontknoten von 7. Da alle Zustédnde dieselben Frontknoten
und denselben nicht untersuchten Graphenteil von G besitzen, ist dieser Vorgang nur
einmal durchzuflihren. Danach werden die Zustande bzw. die gespeicherten Abstande
der Partitionen auf d(s,) < D hin untersucht. Dabei wird in jedem A nach einem Knoten
v gesucht, bei dem d(s,v) +d(v,t) < D gilt. Da der erste Abstand ein gespeicherter Wert
und der zweite einmalig linear in der Anzahl der nicht untersuchten Knoten ist, I&sst sich
eine solche Uberpriifung schnell realisieren. Alle Strukturen A, die keinen geeigneten
Knoten besitzen, kénnen mitsamt ihres Polynoms entfernt werden.

3.2.3 Vorteile

Die Idee der Abstandsspeicherung lasst sich scheinbar gut in den vier Grundschritten
integrieren. Die Abstande der Strukturen A sind dabei wie Partitionen zu behandeln:

Aktivierung:
Ein neuer Knoten wird in allen Partitionen (und ihren Strukturen A) als Einzelblock mit
Abstand unendlich aufgenommen.
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Kantenuntersuchung:

Bei Einflgen einer neuen Kante werden die Abstande der beiden verbundenen Knoten
verglichen. Der gré3ere Abstand wird durch den des kleineren ersetzt und eins addiert.
So erhalten auch Knoten mit Abstand unendlich einen endlichen Wert. Zur Verbindung
zweier Blocke siehe Nachteile (Bldcke mit Eintrdgen unendilich).

Deaktivierung:
Die Deaktivierung erfolgt wie Ublich. Jedoch werden die Strukturen A einer Partition
zusammengefasst, wenn ihre Abstédnde identisch sind.

Fusion:

Dieser Schritt erfolgt wie sonst auch durch Kombination aller Strukturen A beider Teil-
baume. Besitzt ein Knoten nach Supremumsbildung unterschiedliche Abstande, so wird
der kleinere tibernommen.

3.2.4 Nachteile

Leider ist die in den Vorteilen beschriebene Einfligung der Abstandsspeicherung man-
gelhaft. Zudem wirft die Abstandsberechnung selbst einige Fehler auf:

e Blécke mit eingetragenen Werten unendlich:

Die einzigen Knoten, die einen endlichen Abstand zugewiesen bekommen, sind
die Knoten des s-Blocks. Wird ein Block mit dem s-Block, z.B.: durch Kantenunter-
suchung, vereinigt, so erhalt nur der Endknoten der Kante einen endlichen Wert
zugewiesen. Die restlichen Knoten behalten ihre unendlichen Werte. Analog bei
der Fusion. Es fehlen also Informationen Uber den Zusammenhang bzw. den Ab-
stand dieser restlichen Knoten zu s.

Eine Alternative dazu ware die Speicherung der kompletten Teilgraphen, die durch
einen unmarkierten Block dargestellt werden. Beim Verbinden mit dem markierten
Block kénnen damit die Abstandsinformationen gewonnen und die Nicht - Front-
knoten geldscht werden. Wie man sich leicht tberlegen kann, ist diese Variante
speicherintensiv und damit unpraktikabel.

e Ungentigende Breitensuche:

Angenommen, es lage der Teilgraph der Abbildung 3.13 mit einem kirzesten s,1-
Weg (schwarz) vor:

Dabei bezeichnet der blaue Anteil den nicht untersuchten Teil des Graphen und
der rote/orange einen Teilgraphen. Betrlige die Weglangenbeschrankung D = 8,
so wirde die Abstandsberechnung per Breitensuche Uber nicht untersuchte Kan-
ten zu einem Ausschluss dieses Teilgraphen (bzw. seiner Struktur A) fihren. Da-
bei existiert ein zulassiger s,7-Weg, der nicht erfasst wird, weil er bereits unter-
suchte Kanten und deaktivierte Knoten nutzt und durch zwei Blécke verlauft. Eine
geeignete Abstandsberechnung wird bendtigt.
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O

Abbildung 3.13: Weg (schwarz) tiber zwei Bldcke (rot, orange fiir deaktivierte Knoten)

e Neue Abstdnde durch kirzeste Wege:
Angenommen, es liegt der Teilgraph der Abbildung 3.14 vor:

Abbildung 3.14: Problem fehlerhafter kiirzester Wege

Durch die Aktivierung des Knotens v und Einfligens der Kanten zu den restlichen
Frontknoten entsteht ein neuer kiirzester Weg von s nach b. Da der orange Knoten
schon deaktiviert wurde, werden er bei der Abstandsberechnung nicht mit einbe-
zogen. Damit kann nur die Viererkette zwischen v und b fir die kirzeste-Weg-
Berechnung herangezogen werden. Dadurch wird b ein falscher Wert d(s,b) zu-
gewiesen. Es sind also weitere Informationen Uber den Zusammenhang zwischen
den Frontknoten nétig.

Neben den vorgestellten Nachteilen sind sicherlich noch weitere zu finden. Die Obigen
dienen bei der Idee zur Charakterisierung der zu realisierenden Schwerpunkte in der
Abstandsspeicherung:

e feststellung der Entfernung in den unmarkierten Bldcken

e FErstellung einer schnellen Abstandsberechnung, welche auch Wege durch meh-
rere Bldcke zuldsst

e Realisierung neuer Abstdnde auf Grund neuer klrzester Wege durch zusétzliche
Informationen (ber den Zusammenhang
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3.3 Einfuhrung der Abstandsmatrizen

Betrachtet man die Nachteile der ersten Idee einmal genauer, so ist festzustellen, dass
ihr gemeinsamer Fehler in den mangelnden Informationen Uber den Zusammenhang
der Frontknoten besteht. Wiissten wir, wie grof3 die Abstdnde zwischen den Knoten der
unmarkierten Blécke sind, so ware es ein Leichtes, ihren Abstand zu s bei Verbund mit
einem markierten Block zu ermitteln. Auch ein Weg Uber mehrere Blécke wéare damit
moglich. Ebenso besdfBen wir mehr verwertbare Informationen bei Entstehung neuer
kirzester Wege.

Dem Vorschlag des Zweitprifers und Betreuers M. Dod folgend, erweitern wir die oben
eingeflhrte ldee: Neben den Abstanden zu s werden zusatzlich die Abstédnde zwischen
den Frontknoten gespeichert.

Wie man sich leicht Gberlegen kann, stellen Matrizen dabei ein giinstiges Speicherme-
dium dar:

Definition 3.3.1 (Abstandsmatrix)
Gegeben sei ein Graph G = (V,E). Sei X CV, mit|X| = x. Dann ist die Abstandsmatrix
A der Knotenmenge X folgendermalBen definiert:

A= (a,-vj)m mita,}j = d(i,j), Vi,jeX
mitd(i, j) = o falls i, j in verschiedenen Komponenten liegen.
J J

Man betrachte sich einen Schritt i der Zuverlassigkeitsberechnung:

Dann entspricht X der Menge der Frontknoten X; inklusive s’ und/oder ¢’ (insofern s und
/oder ¢ schon deaktiviert worden sind). Der Graph G der Definition stellt dabei einen
Teilgraphen G' der DC2RP-Berechnung dar, fir den die Abstande der Frontknoten in
die Matrix A eingetragen werden (siehe Abbildung 3.15).

Abbildung 3.15: Beispiel einer Abstandsmatrix; G besteht aus den roten Knoten

Folgerung 3.1

Es soll ausgenutzt werden, dass Eintrdge a; j genau dann einen festen Wert besitzen,
wenn die Knoten i und j in derselben Komponente liegen. Dadurch ist es stets mdg-
lich, A in eine Blockdiagonalmatrix umzuformen. Man schreibe die Spaltenindizes dazu
derart um, dass sich zwischen je zwei Knoten derselben Komponente kein Knoten ei-
ner anderen Komponente befindet. Die Reihenfolge der Zeilenindizes soll gleich der
Reihenfolge der Spaltenindizes sein (siehe Abbildung 3.15).
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Folgerung 3.2

A liege als Blockdiagonalmatrix vor. Alle Knoten eines Blockes aus A sind zusammen-
hdngend in G'. Vergleicht man diese Blécke mit den Blécken der Partition © von G',
so ist auf Grund des Zusammenhangs der Blockknoten leicht einzusehen, dass A in ©
uberfiihrt werden kann (siehe Abbildung 3.16).

Abbildung 3.16: Schwarz: Komponente/Block 1; Griin: Komponente/Block 2; Partition: suv|r

Bemerkung 3.3.1
Mit den zusatzlichen Informationen Uber die Abstande der Frontknoten kann man an
Stelle der Partition eines Teilgraphen G' seine Abstandsmatrix A verwenden.

Folgerung 3.3

Partitionen fassen in Zustdnden mehrere Teilgraphen zusammen, deren Frontknoten
denselben Zusammenhang besitzen. Auf Grund der vorherigen Folgerung kénnen also
anstatt Partitionen Abstandsmatrizen in den Zustédnden verwendet werden. Allerdings
mit folgender Einschrdnkung:

Zwei Teilgraphen kénnen nur dann in einer Abstandsmatrix zusammengefasst werden,
wenn ihre Frontknoten denselben Zusammenhang besitzen und ihre Abstéande (iber-
einstimmen.

Die zusétzlich zu speichernden Informationen kénnen bei einer Partition zu mehreren
Abstandsmatrizen fihren und erhéhen dadurch die Anzahl an Zustdnden. Um den Be-
zug zu Kapitel 2 zu erhalten und eine bessere Vorstellung zu ermdéglichen, sollen in
einem Zustand sowohl Partition als auch Abstandsmatrix geftihrt werden.

Folgerung 3.4

Die Berechnung der wegldngenbeschrénkten s,t-Zusammenhangswahrscheinlichkeit
bendtigt die Markierung von s und/odert enthaltenden Bldcken. Eine solche wurde be-
reits in Kapitel 2.4 eingefihrt. Erschien sie zu jenem Zeitpunkt noch als aufwendiger als
die bloBe Markierung durch Unterstreichung, so erweist sie sich nun als gutinstig. Durch
die Existenz von s und/oder t in einem Block wird dieser nicht nur markiert, sondern
zugleich die Abstdnde der Blockknoten zu s und/odert in A fir weitere Berechnungen
gespeichert und aktualisiert, auch wenn s und t deaktiviert wurden (siehe Abbildung
3.17).
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Abbildung 3.17: Deaktivierung des Knotens s

Folgerung 3.5

Die Zusténde als Informationsspeicher bleiben erhalten, ebenso wie das Umfeld in dem
sie definiert sind. Lediglich die Abstandsmatrizen sind darin zu integrieren:

Fiir eine Teilmenge X C 'V sei P(X) die Menge aller Abstandsmatrizen von X. Sei
X; die aktive Menge der Front in Schritt i inklusive s' und/odert' (insofern s und/oder
t deaktiviert wurden). Jeder neue Schritt in der Baumzerlegung erzeugt eine Menge
von Zustédnden. In diesem Kontext ist ein Zustand ein Tripel (7a,A,Py), wobei A €
P(X;), w4 zu A gehérige Partition und Py = P(G',A). Hierbei beschreibt G' den bis zum
Schritt i erzeugten Teilgraphen. Sei Z; die Menge aller Zusténde in Schritti. ({0},0,1)
mit leerer Partition, leerer Matrix und Polynom 1 wird als Startzustand in allen Bléttern
(auBer der Wurzel) initialisiert.

3.4 Anwendung der Abstandsmatrizen in der
Zuverlassigkeitsberechnung

In diesem Abschnitt wollen wir die Abstandsmatrizen in die vier Grundschritte flir den
Schritt i integrieren. Das in Kapitel 2 benutzte Bottom-Up-Verfahren bleibt erhalten,
ebenso wie die Bedingungen fir die Verwendung jedes Grundschrittes und die in Kapitel
2.4 eingefuhrte Erweiterung fur Markierungen.

3.4.1 Aktivierung eines Knotens v

Dieser Schritt ist der einfachste der vier Grundschritte. v wird wie gewohnt als Einzel-
block in die Zustande aufgenommen. Fir A heil3t dies, dass eine neuen Spalte v und
eine neuen Zeile v in der Abstandsmatrix A, , angelegt werden, so dass der Eintrag
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ay,, = 0 und die restlichen Eintrage unendlich sind. Man erhalt die Abstandsmatrix A

aij €A iFVANjFV
(ﬁA,A,PA) — (ﬂ'AHV},A/,PA) mitA’ = (a;7j)x+1_‘x+] und Clij =10 i= V/\j =V

oo sonst.

Damit A’ weiterhin eine Blockdiagonalmatrix ist, soll v die letzte Zeile/Spalte von A’
bilden. Ist v = s oder v = ¢, so gilt der Einzelblock v als markiert.

3.4.2 Deaktivierung eines Knotens v

Prinzipiell wird hierbei aus der Abstandsmatrix jedes Zustands die v-Zeile/Spalte ent-
fernt. Bei v = s oder ¢ hingegen wandelt man s bzw. 7 in s’ bzw. ¢’ um (siehe Abbildung
3.17). Es ist jedoch zu beachten, dass diese Deaktivierung wie beim gewdhnlichen all-
terminalen Zusammenhang in verschiedene Félle unterteilt werden muss. Durch die
Markierung ergeben sich zudem weitere Unterfélle:

1. {v} ist ein Einzelblock in w4 und es existieren weitere Bldcke.
Dabei gelten auf Grund der Markierungen folgende Varianten als Einzelblock:

(@) v#s,t
Bei (A) bildet sich eine Komponente, die s, nicht enthélt, der s,¢- Zusammen-
hang ist damit weiterhin méglich. Der Zustand wird nicht entfernt.
Bei (B) und (C) bildet sich eine Komponente, die s oder ¢t enthélt. Der s,¢-
Zusammenhang ist damit nicht mehr erreichbar. Der Zustand wird geléscht.
Bei (D) bildet sich eine Komponente, die s und 7 enthélt. Ist ay ,» > D, so kann
kein D-Weg mehr erzeugt werden. Der Zustand ist zu I6schen. Andernfalls
existiert bei ay » < D ein D-Weg, womit s’ und " tiber einen D-Weg verbun-
den sind. Ist zusétzlich die letzte Fusion bereits ausgeflhrt worden, so sind
die Voraussetzungen fir eine vorzeitige Entfernung erfillt (siehe Kapitel 2.3).
Diese kann somit ausgefihrt werden. Ist eine der Voraussetzungen (D-Weg
und letzte Fusion) unerflllt, so wird der Zustand nicht entfernt.

(b) v=soderv=t
Bei (A) siehe Punkt 1 (a)(B) bzw. Punkt 1 (a)(C).
Bei (B) und (C) siehe Punkt 1 (a)(D).
Ein Fall (D) lasst sich nicht konstruieren, da s,z nach der dritten Bedingung
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der Baumzerlegung nur einmal deaktiviert werden kénnen und es im Fall (D)
bereits sind.

2. Der Einzelblock {v} ist der einzige Block in .
Dabei gelten auf Grund der Markierungen folgende Varianten als Einzelblock:

(A) {v,s'}
(B) {v.'}
(C) {w,s',t'}

Mit der Deaktivierung von v entstiinde ein leerer Block. Dies tritt nach Definition
der Baumzerlegung erst ein, wenn wir die Wurzel erreicht haben und somit am
Ende der Berechnung sind. Eine Variante {v} kann folglich nicht auftreten, da laut
Definition am Berechnungsende s und ¢ in der Partition enthalten sein missen.

(@) v#s,t
(A) und (B) kénnen nach oben stehender Begriindung nicht auftreten. Bei
(C) bildet sich eine Komponente, die s und ¢ enthélt. Weitere Grundschritte
werden nicht mehr folgen. Ist ay » > D, so existiert kein D-Weg. Der Zustand
wird geloscht. Andernfalls existiert bei ay » < D ein D-Weg. Der Zustand wird
entfernt und sein Wahrscheinlichkeitspolynom zum DC2RP addiert.

(b) v=soderv=t
Bei (A) und (B) siehe Punkt 2 (a)(C).
(C) kann nicht eintreten, da s, bereits deaktiviert sind.

3. Ansonsten gilt fir die restlichen Zustédnde:

(@) v#s,t
(TEA:A7PA) = (TCA _va/aPA)

mit A’ = (ag’j)x,l,x,l mit a;j = (aiJ EA|i# v/\j#v)

(b) v=soderv=t
Der Index s bzw. ¢ in A wird zu s’ bzw. ¢’. Analog in der Partition.

Zusammenfassung:

Nach den Punkten 1, 2 und 3 kdnnen Zustande mit identischen Abstandsmatrizen ent-
standen sein (die Partitionen stimmen dadurch automatisch Uberein). Diese sind in ei-
nem Zustand zusammenzufassen, indem die Partition und die Abstandsmatrix Uber-
nommen werden und als Wahrscheinlichkeitspolynom die Summe der Wahrscheinlich-
keitspolynome der Zustande mit identischer Partition 4 und Matrix A eingesetzt wird.
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3.4.3 Untersuchung einer Kante ¢ = {u,v}

Dieser Schritt ist eine der Schlisselstellen, um die in Kapitel 3.2 aufgeworfenen Proble-
me zu lésen. Er ist daher ausflihrlicher dargelegt als die beiden obigen Schritte.

Wie in Kapitel 2 wird e auf Ausfall und Intaktheit hin untersucht. Dazu duplizieren wir wie
gewohnt alle Zustande. Auf das erste Duplikat wendet man den Kantenausfall an und
auf das zweite Duplikat die Intaktheit.

Ausfall der Kante ¢

Das Polynom des Zustands wird mit der Wahrscheinlichkeit fir den Ausfall (1 — p) mul-
tipliziert. Da mit dem Ausfall kein Teilgraph veréndert wird, ist auch an der Partition und
der Abstandsmatrix keine Veranderung vorzunehmen. Man erhalt somit den Zustand

(”AJAv(l _p)PA)

Intaktheit der Kante ¢

Das Polynom des Zustands wird mit der Wahrscheinlichkeit fur die Intaktheit p multipli-
ziert. Mit der Intaktheit von e sind u und v verbunden und besitzen den Abstand 1:

ayy = ayy = 1

Wie in Kapitel 3.2.4 beschrieben, kénnen neue kirzeste Wege entstanden sein. Im
Gegensatz zur Idee in Kapitel 3.2 ist es nun aber mdglich, diese Wege zu erfassen. Um
unnétigen Aufwand zu vermeiden, unterscheiden wir die Lage von u und v in folgenden
zwei Féllen:

(a) u und v befinden sich in verschiedenen Blécken:

Interpretation fir die durch den Zustand dargestellten Teilgraphen: Zwei Komponen-
ten eines Teilgraphen wurden mit einer Kante verbunden. Die Kanten der Kompo-
nenten selbst bleiben dadurch unverandert erhalten. Folglich &ndern sich die Ab-
stédnde innerhalb der Komponenten und damit innerhalb der Blécke nicht (siehe
Abbildung 3.18).

Sei U als Menge aller Knoten definiert, die sich im selben Block wie u befinden
(einschlieBlich u). Analog definiere man V fur den Knoten v. Damit sind nur die Ab-
stdnde zwischen den Knoten aus U und V' zu ermitteln. Die Absténde aller Knoten
in U (speziell zu u) und in V (speziell zu v) sind bereits bekannt. Durch e kennen
wir den Abstand von u zu v. Die gesuchten Abstande lassen sich somit wie folgt
bestimmen:

VieUVjeV: aij=aj;=ay+ayy+a,;mta,, =1 (3.2)
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(b)

Befinden sich s und/oder ¢ bzw. s’,¢’ in den Blécken, wird durch (3.2) automatisch
der Abstand der neu hinzugefligten Knoten zu den Terminalknoten erzeugt.

Abbildung 3.18: Umsetzung fir u,v in verschiedenen Blécken

u und v befinden sich im selben Block:

Es missen keine Blocke vereinigt werden. Wir haben lediglich eine Aktualisierung
der Abstande im Block vorzunehmen (siehe Abbildung 3.19). Dafir dient folgende
Uberlegung als Grundlage:

Entsteht durch das Einfiigen von e ein neuer klirzester Weg zwischen zwei Block-
knoten x und y, so muss dieser Uber e fihren. Téte er dies nicht, so wére sein
Verlauf und seine Ldnge bereits erfasst und er wére kein neuer kiirzester Weg.
Damit ist es méglich, durch d(x,u) +d(u,v)+d(v,y) die Ldnge eines Weges von x
nach y Uber e zu bestimmen und durch den Vergleich mit d(x,y) zu entscheiden, ob
ein neuer klrzester Weg gefunden wurde. Wenn ja, so ist der neue Wert einzutra-
gen, anderntfalls ist keine Anderung vorzunehmen.

Es ist zu beachten, dass im Allgemeinen
i =d(x,u)+d(u,v) +d(v,y) #d(x,v) +d(u,v) +d(u,y) =

gilt. Man muss also beide Werte berechnen und den kleineren mit d(x,y) verglei-
chen. Natirlich kdnnen dabei auch d(x,u),d(x,v),d(y,u),d(y,v) neue Werte an-
nehmen.
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Abbildung 3.19: Umsetzung fir u,v im selben Block

Behauptung:
FUr alle Blockknoten x,y kann der obige Vergleich angewandt werden, ohne zuerst
die neuen Werte d(x,u),d(x,v),d(y,u),d(y,v) ermitteln zu missen.

Beweis:

Wird der bisherige Matrixeintrag d(x,u) durch Einfligen von e zu einem falschen
Wert, folgt, dass der bisherige Eintrag d(x,v) weiterhin korrekt ist. Denn aus der
Falschheit des alten Wertes d(x,u) (dessen zugehoriger kiirzester Weg nicht Gber
e fuhrt) folgt, dass der neue kirzeste Weg von x nach u nun tber e fihrt und dabei
zuerst v erreicht. Ansonsten ware der bisherige Wert d(x, u) weiterhin korrekt gewe-
sen. Dadurch fuhrt der kiirzeste Weg von x nach v nicht Gber e, womit sich d(x,v)
nicht &ndert und damit wahr bleibt. Analog gilt: d(x, v) falsch — d(x, u) richtig. Selbi-
ge Uberlegungen sind bei d(y,u) und d(y,v) anzuwenden. Folglich kénnen maximal
zwei Absténde zur gleichen Zeit falsch sein.

Y%

a) Erzeugen sowohl [; als auch [, einen falschen Abstandswert, so muss in jeder
der beiden Summen der richtige der beiden Abstédnde unabhé&ngig von e sein
und der kirzeste Weg des falschen Abstandes muss Uber e verlaufen.

Abbildung 3.20: d(x,u) und d(y,u) falsch, damit sind /;,/, falsch
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Wie aus Abbildung 3.20 zu entnehmen ist, flihrt der kiirzeste Weg von x nach y
nicht Gber e. Es ist also kein neuer kiirzester Weg entstanden und der Vergleich
von [1,l, mit dem alten Wert d(x,y) liefert das richtige Ergebnis d(x,y).

b) In allen anderen Fallen ist wenigstens eine der beiden Summen [,/ richtig,
so dass der Vergleich mit d(x,y) einen korrekten Abstandswert erzeugt.

O]

Bezeichne W die Menge aller Knoten, die im selben Block wie u,v liegen (ein-
schlieBlich u und v). So ergibt sich folgende Formel fiir den Vergleich:

Vx,y €W :ayy = min(ayy,d(x,u) +d(u,v) +d(v,y),d(x,v) +d(u,v) +d(u,y))
(3.3)

Bemerkung 3.4.1

Befinden sich s und/oder ¢ bzw. s",¢ im Block, wird durch (3.3) automatisch der Ab-
stand der Knoten zu den Terminalknoten aktualisiert.

Im Gegensatz zur Baumzerlegung mit Partitionen kénnen hier unterschiedliche Zu-
stédnde entstehen, wenn sich u und v im selben Block befinden. Die Kantenuntersu-
chung ist also bei allen Zustadnden auszuflhren.

Bemerkung 3.4.2

Es ist zu beachten, dass im Falle eines gewichteten Graphen die Matrixeintragung far
eine gewichtete Kante {u,v} nicht 1 ist sondern dem Kantengewicht entspricht. Existiert
bei intakter Kante bereits ein kleinerer Eintrag, so ist das Kantengewicht demzufolge
nicht zu Gbernehmen. Andernfalls kann die Kantenuntersuchung unter Beachtung des
Kantengewichts analog zum ungewichteten Fall durchgefiihrt werden.

Bemerkung 3.4.3
Die Zusammenfassung der Zustéande erfolgt analog zur Deaktivierung.

3.4.4 Fusion zweier Teilbaume 7,1,

Die Fusion wurde bereits in Kapitel 2 ausfiihrlich erldutert, so dass lediglich die Verwen-
dung der Abstandsmatrix in das Verfahren integriert werden muss.

Dazu stellt man erneut jeden Zustand der Zustandsmenge von t; jedem Zustand der
Zustandsmenge von t, gegenuber. Aus jedem Zustandspaar erhdlt man einen neuen
Zustand, indem ihre Wahrscheinlichkeitspolynome multipliziert, und die Partitionen und
Abstandsmatrizen fusioniert werden. Die Fusion der Partitionen erfolgt auf bekannte Art
und Weise.
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Fusion der Abstandsmatrizen

Fur die Fusion wahle man die Matrix A aus #; und integriere die Matrix B aus 1, in
ihr. Dabei kann auf Inhalte der vorherigen drei Grundschritte zurlickgegriffen werden.
Eine Manipulation der Wahrscheinlichkeiten findet jedoch nicht mehr statt; dies erfolgte
bereits durch die Multiplikation der Polynome. Die Fusion zweier Zustédnde lasst sich
als Vereinigung ihrer Teilgraphen interpretieren (siehe Abbildung 3.21). Damit erhalten
die durch A dargestellten Teilgraphen neue Kanten und neue kirzeste Wege. Um bei
der Verarbeitung ein geordnetes Vorgehen zu ermdglichen, betrachte man neue Kanten
und neue kirzeste Wege getrennt.

Abbildung 3.21: Interpretation der Fusion als Vereinigung zweier Teilgraphen

Die Integration erfolgt in drei Stufen:

Stufe 1: Ubernahme fremder Knoten

A und B enthalten prinzipiell dieselben Knoten, da sie durch den Join dieselbe aktive
Menge X; besitzen. Mittels Markierung durch s, bzw. s, ist es méglich, dass A bzw. B
s’ und/oder ¢’ enthalt (aber nicht s und ¢ getrennt, sonst wéren sie in der aktiven Menge
und damit in beiden Matrizen enthalten). Befindet sich s’ und/oder ¢’ in B, so fligt man
den/die Knoten in A mittels Knotenaktivierung ein.

Stufe 2: Ubernahme von Kanten

Alle Kanten aus B werden nacheinander mittels Kantenuntersuchung intakter Kanten
schrittweise Ubernommen.

Zwei Blocke werden vereinigt, wenn sie je einen Endknoten einer Kante enthalten. Der
Arbeitsaufwand flr solche Kanten entspricht der Gré3e der beiden Blécke. Der Arbeits-
aufwand far Kanten mit Endknoten desselben Blocks entspricht der Blockgréie.
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Daher ist es glnstig, Kanten der ersten Art so spat wie mdéglich zu Ubernehmen. Da-
durch ist der zu bearbeitende Block fiir Kanten der zweiten Art wesentlich kleiner und
der Aufwand wird reduziert.

Stufe 3: Ubernahme kiirzester Wege

Ein Eintrag b,, aus B ist zu Gbernehmen, wenn er kleiner als der Eintrag a,,, in A ist
(sonst wirde man damit den Wert eines langeren Weges tbernehmen). b, , steht fir
die Lange eines kirzesten Weges f von u nach v. Angenommen wir ersetzen die Be-
griffe ,die Kante e = {u, v} durch ,der kiirzeste Weg f von u nach v* in Kapitel 3.4.3
und durchdenken die dadurch entstandenen Uberlegungen, so ist leicht einzusehen,
dass die Aussagen der Kantenuntersuchung auch fir Langen b, , kirzester Wege gel-
ten. Damit erfolgt die Ubernahme von by, analog zur Ubernahme von Kanten.

Zusammenfassung:
Nach der Fusion kdnnen Zustande mit identischen Abstandsmairizen entstanden sein.
Ihre Zusammenfassung erfolgt analog zur Deaktivierung.

3.4.5 Behandlung der Knoten s und ¢

Die hier verwendete Art der Markierung erzeugt verschiedene Arten des Auftretens von
s und ¢. Es soll an dieser Stelle ein abschlieBender Blick auf ihre Kompatibilitdt mit den
Grundschritten geworfen werden:

e Weder s noch t wurde aktiviert.
Dadurch entfallen einige Spezialfélle in den Grundschritten. Die Blockknoten er-
halten dennoch ihre Abstande untereinander.

e FEin Terminalknoten ist aktiv, der andere wurde noch nicht aktiviert.
Die Aktivierung des ersten Terminalknotens erfolgt wie die Aktivierung der Ubri-
gen Knoten. Unter Beachtung der Spezialfélle der Deaktivierung erfolgt die An-
wendung auf diesen aktiven Knoten analog zu den Gbrigen Knoten.

e Ein Terminalknoten ist deaktiviert, der andere wurde noch nicht aktiviert.
Die Deaktivierung erfolgt unter Anwendung der beschriebenen Spezialfalle. Da-
nach wird der deaktivierte Knoten wie ein aktiver Knoten weitergefthrt. Durch
die Weiterfihrung als aktiver Knoten wird der Terminalknoten in den restlichen
Grundschritten wie die Ubrigen aktiven Knoten behandelt.

e s undt sind aktiv.
Beide Terminalknoten werden als aktiv geflihrt. Die Grundschritte arbeiten damit
regulér. Sobald sich s und # im selben Block befinden, kann jederzeit eine vorzeiti-
ge Entfernung vorgenommen werden, vorausgesetzt, die Bedingungen daftir sind
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erflllt (siehe unten). Die Vereinigung des s- und z-Blocks wéahrend der Kantenun-
tersuchung erzeugt keine Probleme, da s und ¢ aktiv sind.

e Ein Terminalknoten ist aktiv, der andere deaktiviert.
Die Deaktivierung erfolgt durch Anwendung der Spezialfalle. Der deaktivierte Kno-
ten wird fUr die Kantenuntersuchung, Aktivierung und Fusion als aktiv angesehen.
Damit arbeiten die Schritte weiterhin korrekt.

e s und t sind deaktiviert.
Die Spezialfalle der Deaktivierung missen fir den entsprechenden Block beach-
tet werden. Fir die restlichen drei Schritte sind die Knoten aktiv, daher arbeiten
sie korrekt.

3.4.6 Vorzeitiges Entfernen von Zustianden

Die in Kapitel 2.3 beschriebene vorzeitige Entfernung von Zustanden kann auch in die-
sem Fall angewandt werden. Zusatzlich zu den Bedingungen, dass die letzte Fusion
durchgefiihrt worden ist und s,7 bzw. s',¢’ im selben Block zu liegen haben, muss not-
wendigerweise gelten: a;, < D (entsprechend auch flir Kombinationen mit s’ und ¢’).

3.4.7 Vorzeitige Eliminierung von Zustanden durch
Abstandsanalyse

Das vorzeitige Entfernen von Zustanden erlaubt es uns, Zustédénde aus der Polynom-
berechnung herauszunehmen. Diese haben einen gewissen Punkt erreicht, an dem sie,
unabhangig von der Entwicklung der weiteren Ereignisse, stets zum s,#-Zusammenhang
fihren.

Im Gegensatz dazu ist die vorzeitige Eliminierung von Zustédnden denjenigen Zustan-
den angedacht, die auf Grund ihrer Struktur auch bei Intaktheit aller verbleibenden, nicht
untersuchten Kanten nicht mehr in der Lage sind, einen D-Weg zu generieren. Einige
dieser Zustande werden bereits durch die Deaktivierung entfernt, namlich genau dann,
wenn eine Komponente mit nur einem Terminalknoten oder beiden Terminalknoten und
ayg ¢ > D entsteht.

Sei beispielsweise s bereits aktiviert worden und ¢ noch nicht. Ein Abstand d(s,?) ist zu
diesem Zeitpunkt noch nicht in A erzeugt. Dennoch kann man sich leicht einen Graphen
und dazu einen Teilgraphen (berlegen, bei denen ein kirzester s,t-Weg Uber unter-
suchte und nicht untersuchte Kanten verlauft, so dass seine Lange gréB3er als D ist.
Wenn man ein geeignetes Berechnungsverfahren verwendet, dass den Abstand d(s,)
im Teilgraphen und Restgraphen in glnstiger Zeit liefert, so kénnen solche Zustande
friihzeitig eliminiert werden.
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Ansatz

Fir die Entfernungsberechnung ist eine einfache Breitensuche nicht ausreichend. Das
Problem besteht einerseits darin, dass durch den Einsatz von Reduktionen gewichtete
Kanten entstanden sein kénnen. Andererseits ist zwar die Gestalt des nicht untersuch-
ten Teils von G bekannt, aber nicht die der Teilgraphen. Um nicht jeden Teilgraphen
speichern zu mussen, wurden die Abstandsmatrizen eingeflhrt.

Es ist leicht einzusehen, dass ein Weg Uber untersuchte und nicht untersuchte Kanten
die untersuchten Kanten auf zweierlei Arten nutzt:

1. Zwischen zwei nicht untersuchten Kanten des Weges befindet sich eine gewisse
Anzahl an untersuchten Kanten.
Etwas lax formuliert 1asst sich dieser Sachverhalt so interpretieren: Der Weg geht
in einen Block hinein und kommt aus ihm wieder heraus (aus einem anderen Block
kann er auf Grund der fehlenden Verbindung nicht herauskommen). Da wir alle
nicht untersuchten Kanten kennen, ist damit bekannt, bei welchem Blockknoten u
der Weg hinein und bei welchem v er wieder herauskommt. Da die Lange eines
kurzesten Weges als a,,, gespeichert wurde, missen wir die intakten untersuch-
ten Kanten nicht kennen. Ein solches Wegstlick kann durch eine Einzelkante mit
dem Wert a,,, ersetzt werden.

2. Vor oder nach einer nicht untersuchten Kante befinden sich nur noch untersuchte
Kanten.
Wiederum etwas lax interpretiert, bedeutet der Sachverhalt folgendes: Der Weg
geht in einen Block hinein und kommt nicht wieder heraus. Damit endet der Weg
im Block. Und zwar an einem Terminalknoten. Wir kennen wieder den Eintrittskno-
ten u und den Endknoten (0.B.d.A.) s. Durch die Matrix ist d(u,s) = a, s bekannt.
Ein solches Wegstlick kann durch eine Einzelkante mit dem Wert q, ; ersetzt wer-
den.

Der Graph der Abstandsanalyse

Ist eine Abstandsanalyse fiir einen Zustand durchzufiihren, muss zuerst der Graph defi-
niert werden, auf den die Analyse angewandt wird. Wie oben zu sehen ist, sind alle nicht
untersuchten Kanten bekannt (Menge E’ C E), ebenso wie die Absténde zwischen den
Knoten der aktiven Menge X;. Um die kirzesten Wege zwischen den aktiven Knoten
darzustellen, flige man zwischen allen aktiven Knoten u, v eine Kante {u, v} mit Kanten-
gewicht a, , ein, wenn a,,,, ¢ {°,0}. Dann bilden alle Knoten eines Blocks eine Clique.
Damit erhdlt man als Analysegraphen (wie in Abbildung 3.22 zu sehen) einen schlich-
ten, gewichteten Graphen G” = (V' E") mit ausgezeichneten Knoten s und ¢ und

V"'=v'uX;, E" = E'U{{u,v}|(ay, ¢ {=,0}) € A}
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Abbildung 3.22: Graph der Abstandsanalyse

Bemerkung 3.4.4

In der Zuverlassigkeitsberechnung wird dieser Graph nicht erzeugt. Er dient jedoch als
Modell, um zu erklaren, wie die entstehenden Informationen in der Analyse verarbeitet
werden.

Die Abstandsanalyse

Zur Berechnung von d(s,) in unserem Analysegraphen G” verwenden wir den Dijkstra-
Algorithmus [Dij59].

Einen kompakten Uberblick mit den Beweisen zur Korrektheit und dem Nachweis der
Laufzeit bietet [Internet01]. Die vorliegende Funktionsweise wurde aus [Internet02] ent-
nommen:

Die Grundidee des Algorithmus ist, ab einem Startknoten die kirzest méglichen We-
ge weiter zu verfolgen und langere Wege beim Updaten auszuschlieBen. Er besteht im
wesentlichen aus diesen Schritten:

1. Initialisiere alle Knoten mit der Distanz unendlich; die des Startknotens mit O.

2. Markiere die Distanz des Startknotens als permanent, alle anderen Distanzen als
temporér.

3. Setze Startknoten als aktiv.

4. Berechne die tempordren Distanzen aller Nachbarknoten des aktiven Knotens
durch Addition von dessen Distanz mit den Kantengewichten.

5. Wenn eine solche berechnete Distanz fiir einen Knoten kleiner ist als die aktuelle,
aktualisiere die Distanz und setze den aktuellen Knoten als Vorgénger. Dieser
Schritt wird auch als Update bezeichnet und bildet die zentrale Idee des Dijkstra-
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Algorithmus.

6. Wéhle einen Knoten mit minimaler temporérer Distanz als aktiv. Markiere seine
Distanz als permanent.

7. Wiederhole die Schritte 4-7, bis es keinen Knoten mit permanenter Distanz gibt,
dessen Nachbarn noch temporére Distanzen haben.

Dieses Vorgehen gewahrleistet, dass bei Erreichen eines Knotens kein kirzerer Pfad zu
ihm existieren kann. Der Dijkstra-Algorithmus ist den Greedy-Algorithmen zuzuordnen,
die in jedem Schritt die momentan aussichtsreichste Teillésung bevorzugen. Er liefert
stets die optimale Lésung. Angenommen, der gefundene Weg ist nicht der kiirzeste, so
héatte man auch dessen kirzere Teilstrecke friher untersuchen missen. Dann hatte man
aber Uber die kirzere Teilstrecke den Zielknoten friher gefunden als auf dem langeren
Weg. Mittels der Datenstruktur Heap erhalt man eine Laufzeit von O(nlogn + m).

Lage von s und ¢

Die Abstandsanalyse des Graphen G’ ist unabhangig von der Lage von s und ¢. Ob
nun beide Terminalknoten noch nicht aktiviert wurden oder nur einer oder beide schon
aktiviert sind, ist unerheblich. Im ersten Fall ist es mdglich, dass ein kirzester Weg auch
Uber untersuchte Kanten verlauft, im zweiten Fall ganz sicher und im dritten Fall ist es
mdglich, dass er auch Uber nicht untersuchte Kanten verlauft. Fir jede mégliche Lage
von s und ¢ 13sst sich ein Analysegraph G” erzeugen. Damit ist die Abstandsanalyse
stets anwendbar und liefert ein korrektes Ergebnis.

Anwendung

Prinzipiell liegt es im Ermessen des Benutzers, wann die Abstandsanalyse angewandt
wird. Es ist allerdings zu beachten, dass damit fUr einen einzelnen Zustand ein Auf-
wand von O(nlogn + m) entsteht. Von einer allzu haufigen Anwendung ist demzufolge
abzuraten. Es kénnen jedoch Richtlinien aufgestellt werden, um den Aufwand der Ana-
lyseanwendung zu verringern:

e In den frihen Phasen der Polynomberechnung sollte die Analyse seltener an-
gewandt werden. Es sind noch viele Kanten nicht untersucht worden. Da diese
wahrend der Analyse als intakt angesehen werden, ist nicht mit zu eliminierenden
Graphen zu rechnen. Im spateren Verlauf ist der Analysegraph kleiner und es ist
zu erwarten, dass viele Kanten ausgefallen sind.

e Bei Aktivierungen werden keine Kanten verdndert. Nach diesem Schritt ist eine
Analyse unnétig.

e Nach einer Kantenuntersuchung entstehen meist viele Zustande, eine Analyse
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bietet sich damit an. Jedoch zieht eine Aktivierung meist mehrere Kantenuntersu-
chungen mit sich. Dabei wird nur je eine Kante untersucht. Die Analyse sollte erst
nach der letzten Untersuchung durchgefiihrt werden.

e Nach einer Fusion entstehen meist viele Zustédnde. Eine Analyse bietet sich da-
mit an. Allerdings erst nach dem Zusammenfassen, um zusatzlichen Aufwand zu
vermeiden.

e Folgt nach einer Fusion oder Kantenuntersuchung eine oder mehrere Deaktivie-
rungen, so sollte die Analyse erst danach durchgefihrt werden. Eine Deaktivie-
rung ist im Vergleich zu den anderen Grundschritten schnell und danach sind
Blockknoten entfernt. Damit hat man kleinere Cliquen im Analysegraph. Der Re-
chenaufwand der Analyse ist damit nach den Deaktivierungen geringer, als davor.

e Ist D sehr groBB und d(s,7) nach einer Analyse durchschnittlich klein, so ist eine
erneute Analyse spater anzuwenden als bei groBem d(s,¢) und/oder kleinem D.

3.5 Komplexitat der beschrankten
Zuverlassigkeitsberechnung

Die Komplexitat des Algorithmus kann mittels der Verwendung der vier Grundschritte
abgeschatzt werden. Sei I die Indexmenge der Baumknoten. Es ist bekannt, dass sich
zwei adjazente Baumknoten X;, X; mit i ## j maximal um je einen Graphenknoten unter-
scheiden. Damit gibt es maximal 2|V | Elemente im Baum 7 und deshalb |V | Knoten mit
zwei oder mehr Kindern.

3.5.1 Speicheraufwand in Schritt i

In der zu Grunde liegenden Berechnung der s,¢-Zuverlassigkeit ohne Weglangenbe-
schrankung beinhalten die Zustande Partitionen der aktiven Menge als Speicher der
erzeugten Teilgraphen. Mit der Weite w der Baumzerlegung wird die M&chtigkeit der
aktiven Menge nach oben beschrankt. Damit existiert ebenfalls eine obere Schranke fur
die Zahl der Zustande in einem Schritt i: Die Bellzahl B(w) als Anzahl an Partitionen,
die aus einer Menge der Mé&chtigkeit w gebildet werden kann (vergleiche dazu Kapitel
2.5).

Um eine Berechnung mit Weglangenbeschrankung zu gewahrleisten, benétigt man zu-
satzliche Informationen. Dazu wurde die Abstandsmatrix A eingefuhrt. Sie enthalt die
Abstande der Knoten der aktiven Menge und zu s’,¢’, falls die Terminalknoten schon
deaktiviert wurden. Da A quadratisch ist, sind in ihr maximal

(maxier|X; U {s,})? < (w+3)?

Elemente enthalten.
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Die Anzahl der Zusténde entspricht der Anzahl der verschiedenen erstellbaren Ab-
standsmatrizen. Die Anzahl der Matrizen ist gleich der Anzahl der verschiedenen Ein-
trage. Damit wird die Anzahl der M&glichkeiten flr einen einzelnen Eintrag durch die
Lange I <n—1, n = |V| eines langsten Weges in G nach oben beschrankt. Zusétzlich
gibt es die zwei Eintrage 0 und unendlich.

Stellt man A als Blockdiagonalmatrix dar, so sind die Eintrdge der Hauptdiagonalen 0
(da d(v,v) = 0). Zudem gilt d(u,v) = d(v,u) Vu,v € X;, wodurch wir nicht (w+ 3)?, son-

2 3
dern nur f(w) = (w+2)(w+3) veranderliche Elemente (Anzahl der unteren Elemente

einer unteren Dreiecksmatrix, nach Gauf3) zéhlen. Die maximale Anzahl an Abstands-
matrizen (und damit an Zustanden) pro lterationsschritt betragt folglich

(w42)(w+3)

(n+1) 2 =@{n+1)™ (3.4)

3.5.2 Komplexitat der vier Grundschritte
Aktivierung

Jede Matrix wird um dieselbe Zeile und Spalte erweitert (siehe dazu Kapitel 3.4.1).
Sie erhélt damit maximal 2(w+2) + 1 = 2w + 5 zusétzliche Eintrdge (w+ 2, da das
w+ 3-te Element erst jetzt eingefligt werden kann). Mit (3.4) ergeben sich damit fir eine
Aktivierung (2w + 5)(n + 1)/™) Operationsschritte. Da |V | viele Aktivierungen erfolgen,
ergeben sich im Laufe der Berechnung insgesamt

VIw+5)(n+1)" e o (an<w>+1>

Operationsschritte.

Deaktivierung

Nach Kapitel 3.4.2 wird jede Matrix um dieselbe Zeile und Spalte vermindert, wenn kei-
ne Spezialfélle vorliegen (deren Verarbeitung ware maximal mit einer konstanten Anzahl
¢ € N Operationsschritten anzusetzen). Es ergeben sich 2(w + 3) — 1 Eliminierungen
und ¢ Schritte fir die Spezialfalle. Da alle Knoten wieder deaktiviert werden missen,
erhalt man analog zu Aktivierung

V|ew+5+c)(n+1)™eo (an(W)+1>

Operationsschritte.
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Kantenuntersuchung

Bei einer Kantenuntersuchung werden zwar die Zusténde dupliziert, aber die Hélfte da-
von wird nicht bearbeitet, da der Kantenausfall nicht zur Aktualisierung der Matrix fiihrt.
Fir die Komplexitat werden die beiden Falle fir die Lage der Endknoten u, v der Kante
e aus Kapitel 3.4.3 betrachtet:

e u,v liegen in verschiedenen Blécken X Y :

Dann befinden sich, unter Annahme des worst case, in jedem Block maximal

3
% Knoten. Da fir jeden Knoten aus X eine Berechnung flr jeden Knoten

aus Y in Form von zwei Additionen und der Eintragung in die Matrix (linearer
Aufwand ¢ € N) durchgefiihrt wird, erhalt man:

) [Wﬂ [W;ﬂ gc(W”L(W”) €0 (w)

Operationsschritte fiir einen Zustand.

e u,v liegen im selben Block X :
Jeder der w + 3 Knoten muss mit den w + 2 restlichen Knoten bezlglich eines
neuen Abstandes verglichen werden. Dazu sind 4 Additionen, ein Vergleich, zwei
Eintragungen nétig. Diese werden mit ¢ € N abgeschatzt. Auf Grund der Symme-
trie der Matrix ist nur die Halfte der Vergleiche erforderlich. Man benétigt also

(w+2)(w+3)
T

€0 (wz)
Operationsschritte.

Da fur jede Matrix einer der beiden Falle eintreten kann und nur |E| Kanten zu untersu-
chen sind, werden im Laufe der Berechnung

0 (win/ 0142

Operationsschritte benétigt.

Fusion

Wie in Kapitel 3.4.4 beschrieben, ist die Fusion lediglich eine Erweiterung der Kantenun-
tersuchung, die dasselbe Verfahren anwendet. Die Fusion zweier Zustande, bzw. ihrer
Matrizen A und B, entspricht einer Mehrfachanwendung der Kantenuntersuchung. Im
worst case wird fUr jeden Eintrag in B eine Kantenuntersuchung in A durchgeflhrt. Die
Anzahl der Operationsschritte einer Fusion liegt damit in O ((w2)2> =0 (w*).
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Da die Fusion durch die Kombination

(1))’

Zustande erzeugt und sich maximal |V| Joinknoten im Baum befinden, bei denen diese
Berechnung anzuwenden ist, bentigt man insgesamt

V| ((n—i— l)f(w)>20 (w4) €0 <w4nf(w)2+l)

Operationsschritte.

Gesamtkomplexitat

Mit Durchfihrung aller Operationsschritte erhélt man damit fir die Berechnung des
DC2RP unter Verwendung einer Baumzerlegung eine Komplexitat von

o (wnf(w)ﬂ) +0 (wn<f(w)+l> +0 (wznf(WHZ) +0 <W4nf(w)2+l) €0 (W4nf(w)2+1)

Nur fir f(w) = 1 ist der dritte Summand gréBer, dann besteht der Graph aus einem
Knoten und Ry (G, p,D) = 1. Fiir alle anderen Graphen ist der vierte Summand gréBer.
Das Verfahren ist damit fir Graphen beschrankter Baumweite polynomial in der Anzahl
der Knoten. Besonders stark wirkt sich dabei die Weite der verwendeten Baumzerle-
gung auf die Laufzeit aus. Bereits bei einer allgemein als klein angesehenen Weite von
w = 3 liegt die Laufzeit in O(n'°!). Zum Vergleich: Angenommen, man kénne pro Milli-
sekunde so viele Rechenschritte ausflihren wie es Sandkdrner an allen Stranden dieser
Welt gibt, dann brauchte man zur Berechnung von 2% per 2x2 %2 %2 ... mehr Zeit,
als seit dem Urknall vergangen ist. Die Berechnung des DC2RP nach dem hier vorge-
stellten Verfahren ist damit nicht effizient.

Allerdings ist zu beachten, dass sich die Komplexitat aus der gréBten der obigen vier
Summanden ergibt. Dieser steht fir die Fusionen, von denen Ublicherweise weniger
ausgefihrt werden miissen, als z.B.: Kantenuntersuchungen, die bei w = 3 mit O(n!?)
fir Graphen mit kleiner Knotenzahl immerhin effizient sind.

Zudem ist zu beachten, dass die Weglangenbeschrankung nur in der Abstandsanalyse
auftritt, welche in den Grundschritten und damit in der Ermittlung der Komplexitat nicht
auftritt. Fir den worst case ist zwar anzunehmen, dass durch die Analyse kein Zustand
entfernt wird, aber in der Praxis ist das vor allem bei kleinen Weglédngenbeschrénkun-
gen (klein im Sinne von D = d(s,t) in G) nicht der Fall, sodass das Verfahren bei kleiner
Weite und kleiner Weglangenbeschrankung dennoch eine effiziente Laufzeit besitzen
kann.
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4 Auswertung und offene Probleme

In dieser Arbeit konnte die Weglangenbeschrankung in das Berechnungsverfahren des
s,t-Zusammenhangspolynoms unter Verwendung einer Baumzerlegung integriert wer-
den. Daflir wurde das Konzept der Zustandsspeicherung in Partitionen um Abstandsma-
trizen erweitert. Man kann nun zusatzlich Informationen Gber kiirzeste Wege zwischen
den Knoten speichern. In Folge dessen wurde die Formulierung der vier Grundschritte
auf die Verwendung der Abstandsmatrizen angepasst. Es wurde ersichtlich, dass die
Weglangenbeschrankung keinen Einsatz in der Anwendung der Grundschritte findet.
Zwischen den Schritten kann man die Beschrankung fir die Elimination unzulassiger
Zustande verwenden. Dafir wurde ein Modell etabliert, auf das der Dijkstra-Algorithmus
anwendbar ist.

Zudem konnte gezeigt werden, dass die Laufzeit des Verfahrens fir Graphen beschrank-
ter Baumweite polynomial in der Anzahl der Graphenknoten ist, trotz erhdhter Informa-
tionsdichte. Auf Grund der ermittelten Komplexitat ist das Verfahren jedoch als nicht
effizient einzustufen. Mit den Abstandsmatrizen konnte die Struktur des alten Verfah-
rens groBtenteils Gbernommen werden. Es ist weiterhin zu klaren, ob nicht effizientere
Berechnungsverfahren zu finden sind.

Damit ergeben sich mehrere Ansatzpunkte fir die weitere Forschung:

1. Erstellung eines besseren Speicherkonzepts als die Abstandsmatrix.

2. Untersuchung einer effizienteren Einbindung der Weglangenbeschrankung in das
Verfahren.

3. Entwicklung eines komplett neuen, auf einer Baumzerlegung basierenden Verfah-
rens zur Zuverlassigkeitsberechnung.

4. Weiterentwicklung des Verfahrens in eine Abschatzung der Zuverlassigkeit.
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